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CHAPITRE I. 

BBS aitOD^SIQUES PAR LA M&THODB DE JACOBI. 

Surfaces devolution; Jignes geode"siques. Equation de Glairaut. Determi- 
nation des surfaces pour lesquelles les g6od6siques isont gene>alement fermees ; 
celles de ces surfaces qui-ont tin equateur sont applicables sur la sphere. 
(a-eodie'siqties des surfaces dont F^lement lineaire est r^ductible a la forme 
4tifi<|I6e par M. Liouville 

d#~ (U V)(Uf ^w a +V|rft> 2 ). 

Forme g^om^trique que Foil peut dormer a 1'int^grale premiere. Premiere 
applicatioa au plan et la sphere. G6od6siques de Fellipsoi'de ; leur discus- 
sion sommaire et leur division en trois especes- Propositions gom6trigu6s 
se rapportant a 1'element Iin6aire de Liouville ; coniques g<k>dsiques iso- 
thermes; families de courbes qui peuvent etre regard^es de deux manieres dif- 
f^rentes comme formees de coniques g6odesiques. Extension de divers th6o- 
remes de Graves et de M. Chasles. 



578. Noas avons vu [II, p. 4^8] qxie si Foment Hn^aire d'une 
surface est donn6 sous sa forme la plus g 



(j) d$* = E dut -+- aF du dv -4- G o?P 2 , 

la determination des lignes g^od^siques de la surface se ramene 
D.-Ht i 
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celle (Tune solution, contenantune constanle arbitraire C, de li- 
quation 



ou p et q d<signent, selon Fusage, les deriv6es partielles -r- , 
Alors Fequation g6n6rale d'une ligne g<$od(*sique sera 

d(] 



(7 designanl une nouvelle consLante; et, en chaque point de cette 
ligne, on aura , ' 



les different! elles rf^, dv, ds se rapportant a un d^placement snr 
la ligne g^od^sique. 

579. Une solution B satisfaisant a la condition que nous venons 
d'indiquer s'obtient presque imm^diatement dans quelques cas 
simples, que nous allons ^tudier en premier lieu. 

Supposons d'abord que E, F, G dependent de la seule variable u ; 
auquel cas, on le reconnait ais(ment ? 4'^l^ment lineaire (i) con- 
vient ^ une surface applicable sur une surface de revolution. On 
pourra prcndre alors 



C d^signant une constante; et liquation (2) fera connaltre <y'(u)> 
d ? 0u 1'oix d^duira par une quadrature la fonction <?(u) et, par 
suite, la fonction 9. On trouve amsi 



1>r , 
(5) 



e'til sdfirad@ "porter ceite valeur de 9 da&s IMquation (3) pour 
' Hgnes geod^si 



880. CoisftJ^Wjfp^^xeipDipIe, tane surface de r^volatioo doat 

"(Jdiift*'lc>ti$ ; la forme 
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ou r est une fonction de u] u designera Fare da m6ridien compte 
a partir d'une origine fixe et r le rayon da parall&le passant par le 
point de coordonnees w, 9. On aura ici, en mettant a au lieu 

de C, 



(6) 



/ _ dj, 
= ap-+- \Jr*-~ a* , 



et Pequation g^nerale des geod6siques sera 

du 



r du 

v = a 7 ;== -+- , 

J rjr*a* 



avec les deux constantes arbitraires a et a r . 
Liquation differentielle du premier ordre 

, n . , a da 

(8) dv^ = 

rJr*ai 



des lignes g^odesiques qui correspondent & la m6me valear de a 
peut se mettre sous la forme 

(9) 

a) d:6signant Tangle que fait en chaque point la ligne g^od^sique 
Otvec le meridien de la surface. Cette derni&re relation, qui est due 
& Glairaut et qui est tr&s utile pour la discussion, n'est d'ailleurs 
consequence du th6or^me des moments lorsqu'on regarde 
@ g6odsique comme la trajectoire d'un ppint qui n'est 
soumis I apicpne force. 

II r^sulie imm^diatement de la formule (7) que toutes les g6od$~ 
siques qui correspondent a la m^me valeur de a et des valeurs 
diff^rentes de d sont les diff^rentes positions que prend 1'uiie 
d'elles en toarnant autour de i'axe. Les trajectoires orthogonales 
de ces diflterentes positions s'obtiennent en galant ^ une con- 
stante la fonction 9 d^finie par Fequation (6). 

Sous 1'une ou FaiUre de ses formes (8) ou (9), Pint^grale pre- 
mi^re admet une solution singuli^re qu'il faudra 6videmment 
rejeter. En faisant, par exemple, 

du = o, r = ctj 
oil obtiendrait un parallfele quelconque de la surface. Or il est 
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Evident a priori qu'un parallele ne pent devenir une ligne geod- 
sique que dans le cas oa son plan coupe la surface a angle droil, 
le rayon du parallele passant alors, en general, par un maximum 
ou un minimum. 

S81. Sans nous arreter a expliquer comment s'est inlroduilc 
cette solution etrangere, nous remarquerons que tes dqua lions (8) 
et (g) rendent possible une discussion generale de la ligne g^od<5- 
sique. On verra aisemenl que, si le meridien a des branches in- 
finies, il y a des lignes geodsiques qui s'elendenl elles-rnmcs a 
Finfini. Elles deviennent g<n6ralement asymptotes a une section 
plane parallele a 1'axe; mais elles peuvent aussi tourner Jnd^fini- 
menL autour de cet axe, comme il arrive dans le cylindre et dans 
le paraboloidc de revolution. S'il y a sur la surface un parallele 
minimum, il y aura g^n^ralement des lignes geodesiques se rappro- 
chant ind&finiment de ce parallele, sans jamais se confondre avcc 
lui. C ? est ce qui a lieu pour Fhyperboloide de revolution ( i ). Dans 
ce qui va suivre, nous nous conienterons d'examincr le cas parti- 
culierement inldressant oh la surface admet un parallele maximum, 
et nous allons monlrer qu'il existe une infinit6 de lignes g^od<?- 
siques dont le cours se ddroule tout entier dans la zone qui con- 
tient ce parallele. 



582, SoitMM^y^. 3y) le parallele maximum de rayon OM--=ll 
et soientPP 7 , QQ r deux paralUles de rayon <$gal a a qui limilcront 
une zone, divis^e en deux, parties g^neralemcnt in^galespar le pa- 
rallele MM'. II est Evident que les lignes gdod^siqucs, toutcs egales, 
d^finies par liquation 

/adu 
rfc' 



* a* 



-h const. 



(*) On pourra consulter, dans le bel Ouvragc de M. G.-H. HALPHKN, uno 6tudc 
d^velopp^e des lignes geodesiques des surfaces do revolution du second dcgrti. 
Voir Traite des fonctions elliptiques et de lears applications, t. H, Chap. VI. 
Dans le cas de 1'hyperboloi'dc de revolution a une nappe, il y a trois esptV.os dif- 
fe"rentes de lignes g^od^siques. Les unes sont tang'cntes a un parallels do la sur- 
face, les autres rencontrent sous un angle fini tous les paralleled et le cerclc dc 
gorge; enfin, la u^oisicime espece cst forme*e de gdoddsiques asymptotes au eercle 
de gorge. 
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sont comprises dans la zone que nous venons de definir et tan- 
g-entes aux deux paralleles PP, QQ'. Imaginons, par exemple, qu'on 

Fig. 3 7 . 



M'h 



Q' 



parte d'un point/? situ6 sur le parallele PP', en atlribuant le signe 
H- au radical. Dans la zone limile'e par PP' et MM', r ira en crois- 
sant et, si 1'on ddsigne par P O la valeur initiale de p, on aura 



(10) 



/ r adu 

-, 
r \/r 2 a/~ 



ditj 6tantla diJQP^rentielle de Fare du meridien, sera defini par une 
Equation de la forme 



(n) 



du cp(r) dr, 



et 9 s'obtiendra par la quadrature prce*dente. Cette formule (10) 
sera valable tant que r ne depassera pas R. Pour r = R, on aura 
une valeur v\ de 9 d^finie par liquation 



(12) 



Lorsque la ligne gcod^sique p^n^trera dans la zoneMM'QQ', 
r ira en diminuant. On aura ici 



A(r) <tant une fonction qui sera distincte de <p(r) tant que MM ; 
ne sera pas un plan de sym^trie, un &quateur de la surface; et 
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1'dquation de la ligne geodesique dans cette zone sera 

04) 9-9,=: 



Pour r = a, la ligne geodesique deviendra tangente en un cer- 
tain point q an parallele inferieur et la valeur P 2 de 9 correspon- 
dante a ce point sera definie par 1'equation 



j ?1 = 



Par suite. Tangle il compris enlre les meridiens passant par le 
point final q et le point initial/? de la ligne geodesique aura pour 
valeur 



05) 



Pour oblenir le cours ulterieur de la ligne geodesiqne, il sufiira 
c'ividemmenl de prendre la syme'trique de la portion irouvee par 
rapport au plan me"ridien passant par q^ puis de faire tourner Tcn- 
semble des cleux portions ainsi obtcnues autour de 1'axe dc la sur- 
face succcssivement des angles aO, l\Q>^ 6Q, . . . , cle sortc quc la 
ligne geodesique se composera d'une suite de segments cgaux. clis- 
pose*s symetriquement autour de I'axe. Ccs segments seront en 
nombre illimild tant quc le rapport de ii au nombre IT nc sera pas 
un nombre commensurable. 

On sait que, sur la sphere, les lignes ge"od<siques sont toules 
fermdes. Pi^oposons-rious cle trouver toutes les surfaces jouissant 
dc la in^mc propri^td. Elles devront avoir, on le reconnaitra aiscv 
mcnt, au moins un parallele maximum; el, pour que les lignes 
gc^odesiqncs dcmeurant dans le voisinage cle cc parallele soicnt 
toutes fenndes, il faudra que Tangle dcfini par la formulc (i5) 
soil dans un rapport commensurable a TU pour toutes les valours 
dc a. Gette condition exige e'videmmcnl quc Tangle soit inde- 
pendant de a. On devra done avoir 
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771 designant un nombre commensurable constant. Nous sommes 
ainsi conduits au probleme d'Analyse suivant : Determiner lafonc- 
tion o(r)-f-<i(r) de telle maniere que 1'equation precedente ait 
lieu, au moins pour toutes les valeurs de a saffisamment voisines 
deR. 

Par un changement de notations on ramene le probleme prece- 
dent a celai qui estresolu dans la theorie des courbes tautochrones. 

Posons 



L'inle'gTale precedente prend la forme 



et, pour qu'elle soit independante de a, il faut que Ton ait, comme 
on sait, 

(=>=A. 

En revenant aux notations primitives, on trouvera ici 



On aura d'ailleurs 

11 suffira done de prendre C = m, m etant un nombre commen- 
surable, et Ton aura 1'equation de condition 

8} (}&(}- 9 ' mR 



Cette Equation admet unc interpretation ge'ometrique. Remar- 
quons que les integrates 



d^signent les arcs du m6ridien comptes a partir dn parallele 
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le premier dans la zone superieure, le second dans la zone infe- 
rieure. En designant par $< s r ces deux arcs, la formal e (18) nous 
donne 

(19) 5 -+- $' = a/nR arc cos - 

Ainsi, pour que les lignes geodesiques soienl fermdes, il faul 
que I 3 arc du meridien compris entre deux paralleles egaux 
soil egal a m fois V expression que Von obtiendrait si Von rem- 
placait la surface par une sphere de rayon R. 

Dans le cas ou le parallele maximum esL un plan de symdtrie, 
on a 

^ = ; 
liquation (19) nous donne 

r> r 

s = ml\ arc cos ? 

r=rz Rc.OS r; 

rnli 
el rel^ment-lindaire de la surface de revolution prend la forme 

d$* 
Posons 

( 20 ) //, 

l'6ltiment lintfaire deviendra 



Sous cette forme, on reconnatl immrdialcmenl qu'il convicnt a 
une surface de involution applicable sur la sphere de rayon ml\. 
La condition que m soil un nombrc commensurable s'inlerprete 
g^om6triquement de la maniere suivante. 

Gonsid^rons une surface de revolution cornmc composec d'un 
nombre illimit^ de feuillets superposds, engendr^s par la rotation 
indeTmie du meridien. Alors un point dc cette surface aura une 
infinite* de systemes de coordonnees ?/, 9] u, v + S*TC; . .., //, 
9 +- 2/iTc; . . , , suivant qu'on le consid^rera commc appartcnant au 
premier, au second feuillet ou an feuillet de rang A-H i. D'apris 
cela, lesformules (ao) feront corresponclrc i\ un point (K, r) dc 
la surface dc revolution un point (u f , </) de la sphere ddfmi par 
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les equations 

/ v , U 9 -4- 2 h IT 

(22) K'= -, (/== - , 

m R 7?i 

A etant tin entier quelconque. Or, si m est incommensurable, les 
valeurs obtenues de v 1 correspondent toutes a des points distincts 
de la sphere; au coritraire, si m est commensurable, ces valeurs 
de v* ne conviennent qu'a un n ombre limite de points. Comme le 
mme resultat se retrouve dans la transformation inverse, nous 
pouvons enoncer le theoreme suivant : 

Les settles surfaces de revolution, ay ant un equateur, pour 
lesquelles les lignes geodesiques soient toujours fermees, sont 
la sphere et les surfaces qui sont applicabies sur la sphere de 
telle inaniere qu'a chaqite point de Vune des surfaces corres- 
pondent des points en nombre limite de Vautre( { ). 

583. Considerons maintenant Felement lineaire defini par la 
formule generate 



(a3) <& 2 = (U V)(U? du*+ V? 

ou U, U{ d^signent des fonctions de it et V, Vi des fonctions de 9. 
On pourrail, sans restreindre la ge*neralite, supposer U{ == V< ==i; 
mais nous garderons la forme pre"cedente,parce qu'elle esL la plus 
commode pour les applications. Remarquons d'ailleurs qu'elle 
comprend comme cas particulier celle qui convient aux surfaces 
de revolution; il suffira d'y remplacer V par une constante. En 
choisissant convenablement les difTerentes fonctions, on retrouvera 
aussi, nous 1'avons dcja reraarqu^ [I, p. 157], F^l^ment lineaire 
de FellipsoVde a trois axes indgaux rapport6 a ses lignes de cour- 
burc. C'est a Jacobi quc Ton doit, nous 1'avons de"ja dit, la de"ter- 
minalion des lignes geodesiques de cette derniere surface. M. Liou- 
villc, qui a, le premier, conside>6 1'eiement Iin6aire (a3) sous sa 
forme la plus gene"rale, a pu lui appliquer, sans avoir besoin de la 
modifier, la motliode si simple de Jacobi. 



(') A,u n 77 nous avons 6Ludic cl'une rnanierc g(Sn(Srale les surfaces de Evolu- 
tion, applicabies sur la sphere. 
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L'equation qu'iJ s'agit d'integrer est Ici 



Ecrivons-la comme il suit 



nous reconnaitrons immMiatement qu'elle admet une infinite de 
solutions qui sont la somme d'une fonclion de u et d'une fonction 
de 9. Pour dc telles solutions, en eflet, la valeur commune cles 
deux membres de 1'equation precedente ne peut dependre ni dc 9 
ni de a el doit, par suite, se reduire a une constante, que nous 
designerons par a. On trouve ainsi 



ce qai donne 

( 26) = TUi v/lN- a rfw -f- fVi /a~ 



les radicaux \/U a, y'a V ctanl pris avcc des signcs qucl- 
conques. 

II suffira maiatenant de prcndre la deriv6e dc par rapport a a, 
et Ton sera conduit a Fequation generate des lignes gc'odosiques 

/' Uj du 
- -- 



, . 
(a?) 
^ 

Si Ton difT^rentie cette Equation, on obtient la relation 

- / Ul ^--, Vl ^-o, 

/U - a \/a - V 

qui peut elre regard^e commc une int6grale premiere dc l'<5quation 
difTcrcntielle des lignes g^od^siques. 

M, Liouville a monlrd qu'on pent la transfornicr d'une mnnifirc 
el6gante en inlroduisanl J'angle co que fait, en chaquc point, la 
ligne gdod&sique avec la courbe coordonn6e dc paramcjtre P. On 
a, en cflct(n 499), 

ds cos co = Ui /U V du, ds sin to =r. Vi v/U^ V ^ ; 
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ce qui permet de remplacer Inequation (28) par la suivante 

, v cos co sin to 

(29) _^ == -^_^. 

V U a ya \ 
En resolvant par rapport a la constanle, on trouvera 

(30) a = U sin 2 co -f- V cos 2 u>. 

Cette forme de Pintegrale premiere correspond a Inequation (9) 
de Glairaut; elle est tres souvent employee. 

584. On aurait pu obtenir les resultals precedents par Fernploi 
d'un elegant artifice de calcul. ReprenonsPexpressionde Tenement 
lineaire 

ds* = (U V)(UJ du*-~- V\ dv*)< 

qu'on peut metLre sous la forme 



On a ainsile produil de deiixsommes de carres. En appliquant 
une formule bien conntie, on pent transformer ce produit en nne 
somme de carres, ce qui donne 

-H ( Vj /IT^ dv Ui \l^^ duf- 




Posons 
(30 
il viendra 

Ccttc formule met imm6diatement en Evidence les lignes geod6- 
siques (O i = const.) et leurs trajectoires orthogonales (9 = const.). 
On rclrouve ainsi dans toute leur generality les re"sultats prece- 
dents : Fequation dc la ligne geoclesique est 



(33) 



i du 



V/U ' a /a V 
a diff^rentiellc de son arc est cl^finie par la formule 
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qui ramene le calcul de cet arc a celui de deux quadratures. Les 
deux equations prccedentes nous donnent encore les relations 

Uirfw Vide ds 



(34) 



crui feront connaftre les valeurs cle - r , -r- 
A as ds 

585. Parmi les surfaces dont Felement lineaire est reducible a 
la forme ('^3), nous avons precedemment signal^ le plan, la sphere 
[II, p. 4 2 '^] et ' es surfaces clu second degxe' [1, p. 107, ou H, 
p. 879]. Appliquons a ces surfaces la proposition generate que nous 
venons d'e'tablir. 

Soit d'abord 

(35) ^ (> , 

Foment lineaire du plan, rapport^ a des coordonne'es elliptiqucs. 
En appliquant la formule (33), on voit que 1'equation 



c's)( jJi 2 a; v/( v ' 2 c 2 )( v 2 a) 

ou a d^signe une constante arbitraire, repr^sentera unc g<5od(S- 
sique du plan, c'est-a~dire tine ligne droite. 

Cette droite ne sera re*elle que si la constante a est positive el 
I'on reconnaitra ais^nient qu'ellc est tangente a la coniquc liomo- 
focale de parametre y/a. Ainsi V equation dijfdren.tiella 
denle, quin'est autre que V equation d'Euler, admet pour 
ttigrale generate Pcquation en coordonnees elliptiques 
,droite tangente a la conique homofocale de param&tre 

Ce r<$sulut est dil a Lagrange, qui Fa donne dans son 
sur le probl^me des deux centres fixes (*). II avait alors un grand 



(*) Voir Mecanique analytique^ scconclc Panic, Section VII, Chap. Ill, n 84. 
Pour Aire LouL ^ fail exact, nous devcms dire que Lagrange obticnt un r(5sullat 
un peu plus gdn^ral cl rclrouve 1'dquation d'Euler dans le cas od les trois forces 
qu'il considere se rtfduiscni a unc seulc dmanatit d'un centre (ixe eL proportion- 
nelle a la distance. 
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interet; car il constiluail la premiere integration de 1'equation 

d'Euler obtenue en dehors des methodes purement analytiques. 

Reraarquons d'ailleurs que 1'equation (33 / nous donnera ici 

(3 7 ) ' 



V/( (JL 2 c" 2 ) ( [r 2 - a j vA v" 2 c" 2 ; (v"2~ a j 

et cette relation, qui fait connaitre par des quadratures la longueur 
d'un segment de ligne droite, equivaut au theoreme d'addition 
pour les integrates elliptiques de seconde espece. 

Le lecteur etablira aisementdes resultats analogues en determi- 
nant les lignes geodesiques de la sphere au moyen de la forme que 
nous avons donnee [II, p. 



* ( cos au cos 2 v ) 



\COS2fJL COS2C COS2C COS2V/ 

pour 1'element lineaire de cette surface rapportee a des coor- 
donnees elliptiques. 

Uae seule difference merite d'etre signalee entre ce cas et le 
precedent : la formxiie relative a Fare d'une ligne geode*sique 
donnera, pour la sphere, le theoreme d'addition des integrales 
elliptiques cle troisieme espece. 

S86. Considerons maintenant une surface du second degre" et 
choisissons, pour fixer les ide"es, un ellipsoide a trois axes inegaux. 
Si Ton conserve ton les les notations deja employees au n 459 
[II, p. 296] et si [3 de"signe le parametre de cet ellipsoi'de, li- 
quation de Fellipsoi'de sera 



( 38 ) 



et I'clement lineaire de cette surface sera donn6 par la formula 



ay ant pour valeur 
) /(p.) = 4( 

On deduitde la, par ['application desformules precedentes, que 



I.'j LIVRE VI. CHAPITRE I. 

Pequation generale d'une ligne geodesique sera 



d? ~ 

a design ant line constante arbitraire, et que 1'arc de ceLte ligne 
aura pour di fife ren tie! le 



ds = 



Ces resultats sont bien d'accord avec ceux que nous avons ob- 
tenus an n 462. p 7 parametre des liyperbolo'icles a deux nappes, 
est compris entre a et b. On a done 



De meme, le parametre p { des hjperboloi'des a deux nappes, 

compris entre b et c, nous donne les ine"galites 
* 

/(Pi) <o, P! ?>o. 

II faudra done, pour que ds soil reel, que 1'on ait 
p a>o, pi a<o; 

et, par suite, la constante a devra tre comprise entre a etc. Cette 
condition pouvait etre pre"vue; a, nous Tavons vu aux n os 46'1 et 
462, est le parametre de la surface homoibcale a laquelle est cir- 
conscrite la d6veloppable formee par les tangentes de la ligne 
ge*odesique. Comme une droite ne peut etre tangente a deux 
ellipsoi'des homofocaux, il faut que a soit le parametre d\m liy- 
perboloi'de et, par suite, compris entre a et c. De la r^sulte une 
classification naturelle des lignes g6od6siques de Fellipso'/de, sui- 
vant que a sera Jnferieur, e*gal, ou sup^rieur a &. Si a estinferieur 
a &, la de"veloppable formee par les tangentes de la g6od6sique 
sera circonscrite a un liyperboloi'de a une nappe. Si a est su- 
pe*rieur a b f elle le sera a un hyperboloide a deux nappes. Enfin, 
dans le cas interm^diaire ou a est e*gal a i, les tangentes de la 
geodesique iront toutes rencontrer la focale hyperbolique. On 
suit alors ais^ment le cours de la ligne geodesique, qui va 
passer par deux des quatre ombilics ou cette focale rencontre 
Fellipsoide; et ces deux ombilics sont diametralement opposes. 
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Ainsi toutes les lignes geodesiques qui passent pew tin ombilic 
voiit passer par V ombilic diametralement oppose. 

Si a est different de >, on pent encore se rendre compte, soil 
par les equations, soit par la Geometric, de la forme generale de 
la ligne geodesique. Supposons, pour fixer les idees, 

a < b. 

Alors on aura les limites suivantes pour p et pour p i 
b < p < a, c < p! < a. 

Lorsque p< devient egal a a, Fequation differentielle (40 nous 

donne 

^Pi = o; 

par suite, la geodesique doit tre tangente a la ligne de courbtire de 
parametre a. Cette ligne se compose de deux traits fermes dia- 
metralement opposes, decrits autour de deux ombilics comme une 
ellipse autour de ses foy-ers; et la ligne geodesique, placee dans la 
zone annulaire comprise entre ces deux courbes fermees, se diri- 
gera de 1'une a 1'autre en leur devenant successivement tangente. 
Si on la prolongeindefmimenl, ellene se fermera pas, en general, 
et fera un nombre illimite de fois le tour de cette zone ellipsoidale, 
dans laquelle elle est assujettie a demeurer. On peut etablir ces 
resultats de la manierelaplus nette au moyen de 1' artifice suivant. 
ficrivons les equations 



qui se deduisent des formules (4i) et (4^) et ou Ton prendra les 
radicaux avec un signe determine : elles feront connaitre le signe 
des different! elles rfp et dp { lorsqu'on suppose ds positive, par 
exemple. II est vrai que les signes des radicaux peuvent changer 
lorsque p ou p< atteignent les limites entre lesquelles ces para- 
metres doivent varier. Pour eviter ces difficultds, posons 

(44) P = b cos 2 cp -h a sin 2 cp, 

(45) pi= c cos 2 ^H- a 



ce qui permettra bien d'obtenir, pour des valeurs r^elles de o ou 
de <jjj toutes les valeurs de p et de p { comprises dans les limites 
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assignees plus haul. Les equations (43) prendront ia forme 

_ d 

(46) ds= -7=!= = 

V/F(cp) 

V/F(?) 5 v/F7[f) etant des radicaux qui ne pourrontplus s'annuler 
et conserveront toujours le signe initial. II suit de la que d et d^ 
ne cliangeront jamais de signe; et, par suite, cp, (j;, consiclerees 
comme fonctions de $, oscilleront d'une maniere reguliere entre 
les limites que nous leur avons assignees. Lorsqae <p variera, la 
ligne de courbare du. parametre p d^fini par Peqtiation (40 se 
deplacera en se deformant et tournera, toujours dans le meme 
sens, autour de Faxe des z de I'ellipsoi'de. Le point decrivanL de 
la geodesique, qui oscille sur la portion de cette Jigne comprise 
entre les deux points ou elle coupe la ligne de courbure p i = a, 
decrira un trait dont la forme generale sera bien celle que nous 
avons indiquee. 

587. Nous terminerons ce Chapitre en iaisant connailre qael- 
ques proprietes generales qui appartiennent a toutes les surfaces 
dont Felementlineaire est determine par la formule de Liouville 



(47) ds* = (U - V)(UJ di<t~r- VJ d^\ 

les fonctions U, V, U<, V { conservant toute leur gene'ralite'. La 
premiere de ces proprietes a ete signale*e par M. Dini, dans un 
beau Memoire surlequel nous aurons Foccasion de revenir. JNous 
avons vu (ix S27) que, si Ton rapporle une surface a un systcrnc 
d'ellipses et d'hyperboles g^od^siques, 1'element lin<Saire est deter- 
mine par la formule suivante 

. , n . ^ n difi dv^ 1 

(48) <& 2 = -- 1 ---- 

. n to .to 

sin 2 - cos 2 - 

2 'JL 

Ce systeme coordonn6, qui est orthogonal, peut-il <itre iso- 
tlierme? Pour qu'Jl en soit ainsi, il faudra que Ton ait 

(49) Ujsin*5i = Vf cos'-, 

& % 

"Ui et Vi d6signant des fonctions qui dependent rcspectivcment 
de u et de 9. Cette equation determine co cl nous donnc pour 
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Felement lineaire de la surface Fexpression 
(5o) ds* = (-L + r?j)(Uj rf + VJ 



qui rentre bien dans la forme (4>)j mais qui parait, au premier 
abord, en etre tin cas tres particulier. En realite, les deux formules 
sont aussi generales Fune que Faxitre; nous laisserons au leeteur 
le soin de Fetablir. 

Ainsi on peut caracteriser F element lineaire (47) en disant 
que les courbes coordonnees forment un systeme isotherme 
d'ellipses et cVhyperboles geodesiques. G'est la le resultat de 
M. Dini. 

588. La seconde propriete est plus generale qae la precedente, 
qu'elle comprend comme cas limite. On y est conduit en cher- 
chant s'il existe des surfaces pour lesquelles une famille de courbes 
puisse etre consideree de deux manieres differentes comme 
formee d'ellipses ou d'hyperboles geodesiques, c'est-a-dire definie 
de deux manieres differentes par une equation de la forme 

(5i) -r- a = const., 

ou 9 et or sont les distances geodesiques a deux courbes fixes. 

II est clair que, si cette propriete appartient a une famille de 
courbes, eile appartiendra aussi a Ja famille orthogonale qui est 
definie par la relation 

(5a) 6 cr = const., 

toutes les fois que la famille proposee Test par 1'equation (5i) 
[II, p. 4 1 7J* La question proposee peut done se ramener a la 
suivante : Existe-t-iL un systeme orthogonal qui puisse etre 
re garde de deux manieres differentes comme forme d } ellipses 
et d'hyperboles geodesiques? 
Soit 



( 53 ) ds* = A 2 du* H- 

Fexpression de Felement lineaire qui convient a ce systeme ortho- 
gonal. Par hypothese, les Equations des deux families de courbes 
coordonnees sont les suivantes 

6 -}- <r = const., <j = const., 
D. III. a 
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6 et o- etant les distances geodesiques d'un point de la surface a 
deux courbes fixes; ilfaudra done que Ton ait 



ff) = M, FjCO cr) == P. 
On deduit de la, en resolvant par rapport a 9 et a-, 

(54) = o(w;-h6( p )' cr 



Mais 6 et cr, etant des distances geodesiques, doivent satisfaire 
a Pequation aux derivees parlielles caracteristique 

(55) A<p = i. 

En exprimant qu'il en est ainsi et que cette equation admet les 
deux solutions 9, <T ? on est conduit a 1'unique relation 

U V 

(56) Al J -C> =1 ' 

ou Ton a 

(5 7 ) U = ?'(), V = 4/*(p;; 

et, reciproquement, toutes les fois que A et C sont lies par unc 
equation de la forme (56), les courbes coordonnecs sont dos co- 
niques geodesiques, lieux des points lels que la somme ou la dif- 
f^rence de leurs distances geodesiques aux deux courbes dc base 



dv = o 



( C 
(58) J 

C\/\J du 

* y 



soit constante sur chacune d'elles. Pour que ces courbes coor- 
donn^es puissent, de deux manieres diflerentes, etre regard ( f ?cs 
comme des coniques geodesiques, il sera done ncScessairc et suffi- 
s,ant que A et C v^rifient deux relations distinctes 



u 



de meme forme que 1'equation (56). 

Ces equations pcuvent etre resolues par rapport a A. et a C; 
mais ? avant de faire ce calcul, nous remarqucrons qu'on pcut les 
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combiner iineairement et en deduire I'equation nouvelle 



A2 



= 1, 



qui sera de mme forme qu'elles, pourvu quel soit une constante, 
d'ailleurs quelconque. Ainsi nous pouvons deja enoncer le theo- 
reme suivant : 

Lorsqu'un, systems orthogonal pent etre considers de deux 
manieres distinctes comme forme de coniques geodesiqiies , il y 
a une infinite de manieres differentes de lui conserver cette 
propriete. 

Si Ton ealcule maintenant les valeurs de A et de C pour les 
porter dans 1'elementlineaire, onobtient un rsullatque Ton pent 
ecrire comme il suit 

ds -= (tjzru; + vr-~v) [(U ~ Ul) du ~ + ( Vl ~ V) dv ' } ~ 

G'est bien la la forme generate etudiee par M- Liouville. 

Re*ciproquement, reprenons cette forme generale (47)- Si nous 
prenons les deux solutions deja determinees 

( = TUi v/U a du -4- fVi \/a V dp, 
<j = fUj v/CT^ du /Vi \/^V dv 

de 1'eqnalion auxderivees partielles (55), les courbes coordonn^es 
seront definies par les Equations 

6 -{- a- = const., <r = const.; 

et, par suite, elles pourront etre regardees d'une infinite de ma- 
nieres comme des coniques geodesiqiies. 

589. La proposition que nous venons d'etablir oftre le plus 
grand intcret : elle fait connattre la veritable origin e des theoremes 
de Graves et cle M. Ghasles sur les arcs de coniques a diflerence 
rectillablc et elle permet d'etendre ces theoremes a toutes les sur- 
faces dont Fclcment lineaire est donne par la formule de M. Liou- 
ville. 
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Pour mettre cette analogic en evidence, remarquons qne, si 1'on 
attribue a la constante a une valeur determined dans les formulas 
(5g), les geodesiques normales aux courbes paralleles 

6 = const. ou cr sb const. 
sont definies par 1'equation 

V t du , Vi do 

(60) ~7?r= " T^^. \^ ' 

V/U a \'a~V 

obtenue en difierenliant par rapport a a la valeur de 6 ou de a* 
(n 532). II passe deux de ces lignes par cliaque point de la sur- 
face et elles y font des angles egaux avec les deux courbes coor- 
donnees. On pent definir geometriquement cette famille de geode- 
siques de la maniere suivante : 

Supposons d'abord que la constante a ait ete clioisie de telle 
maniere que Tune des deux equations 
(Gi) U a-o, V a = o, 

la premiere par exemple, admette uneou plusieurs racinesreelles. 
Soil UQ lane de ces racines; pour u = U Q , 1'equation diffei^entielle 

donne 

du = o; 

et ? par suite, les geodesiques qui correspondent a la valeur con- 
sideree de a sont toules tangentes a la courbe coordonnee de para- 
inetre #o- Cette propriete geometrique suffira evidemment a d^- 
finir I' ensemble de toules ces geodesiques. 

Pour certairies surfaces, lelles que 1'ellipsoxde ou le plan, 1'une' 
des equations (6 1) admettra to uj ours une solution reelle; et toutes 
les families reelles definies par liquation (60) seront alors com- 
posees de geodesiques tangentes a une des courbes coordonn<5es. 
Mais il existe d'autres surfaces pour lesqnelles les valcurs de la 
constante a peuvent etre choisies de telle maniere qu'aucune des 
Equations (61) n'admette de solution reelle. Envisageons, par 
exemple, la formule particuliere suivante 



1'equation des lignes geodesiques sera ici 

/nn ^ du . do 

(63) ... 



a 
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el, pour toutes les valeurs de a positives et inferieures a A 2 , il n'y 
aura aucune valeur reelle de u ou de 9 annulant un des denomi- 
nateurs. Les lignes geodesiques correspondantes seront reelles, 
mais elles ne seront tangentes a aucane courbe coordonnee. Nous 
ramenerons ce cas an precedent en convenant de regarder les 
geodesiques comme tangentes a une eourbe coordonnee imagi- 
naire. En adoptant cette convention, on peut enoncer le resultat 
suivant. 



Les courbes paralleles dejinies par les equations 
(64) 



I = fai /U a du -r- A r i \/a V dv = const., 



| cr = / D! i/ll adu / Vi \] a 



V dv == const. 



sont Les developpantes de celle des courbes coordonnees dont le 
paratnetre satis fait a la relation 

(U a)(V a) = o, 

et Ja proposition que nous avons etablie plus haut peut s'e- 
noncer comme il suit : 

Les courbes coordonnees peuvent etre regardees comme des 
coniques geodesiques lorsqu on prend pour courbes de bases 
deux developp antes (C), (C ; ) del 7 une quelconque d'entre elles. 

Pour faire deriver de cette remarque le theoreme de Graves et 
de M. Chasles, il suffit de la combiner avec les proprietes des de- 
veloppees. Considerons, par exemple, les geodesiques tangentes a 
une des courbes coordonnees (UQ) (jig* 38) et soient (C), (C') 
deux developpantes de cette coarbe, la coupant a angle droit en R 
et en R'. Soient PQ, P ; Q' deux geodesiques se coupant en M. 
D'apres la proposition precedente, la somme 

MQ -}- JVIQ' 

demeurera constanle lorsqn'on se deplacera sur une des deux 
courbes coordonnees qui passent en M. Or on a, d'apres les pro- 
priete*s des developpees, 

PR = MP -4- MQ, P'R'= MP'-i- MQ' 
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et, par suite, 

MQ H- MQ' = PR -H P'R' MP MP' = RR' ( MP -t- MP' PP'). 

On voit done que la somme 

MP-+-MP' PP' 

demeurera constante lorsqu'on se deplacera sur Tune des courbes 
coordonnees qui passent au point M, sur celle qui se trouve dans 
Tangle QMR. On demon trerait de la meme maniere les autres re- 
lations, analogues au theoreme de Graves, qui se rapportent a 
des dispositions diflerentes de la figure. 

Fig. 38. 

\(C') 




Nous n'insisteronspas davantage sur ces relations geometriqacs 
et nous indiqueronSj en terminant, une autre generalisation, qui 
se rattache directement aux propositions de M. Ghasles relatives 
aux poljgones inscrits ou circonscrits a des coniques homofocalcs. 

Considrons un polygone variable dont tons les cdtes sont 
des lignes g6odesiques tangentes a une m&me courbe coor- 
donnee et dont tous les sommets moins un decrivenl des courbes 
coordonnees. Le dernier sommet de ce polygone decrira aussi 
une des courbes coordonnees et il en sera de meme des points 
d* intersection de deux c6tes quelconques de ce polygone* 



LIVRE VI. CHAP. II. INTEGRALES DU PREMIER ET DU SECOND DEGRE. 23 



CHAPITRE II. 

tNTEGHALES HOMOGENES DU PREMIER ET DU SECOND DEGR.E. 

Methodcs regulieres pour la determination dcs geodesiqucs. L'equation difte- 
rentielle du second ordre des geodesiquesremplaceepar un systeme canonique. 

Usage que Ton peut faire d'une ou de deux integrates de ce systerne. - 
Integrates homogenes. Integrale du premier degre : elle caracterise les sur- 
faces applicables sur les surfaces de revolution. Integrale du second degre. 

II y a deux- formes distinctes de Pelement lineaire pour lesquelles on trouve 
une integra le du second degrc. Pour la premiere et la plus importance, I'ele- 
ment lineaire est reductible a la forme de M. Liouville. Determination de 
tous les cas dans lesquels il y a a la fois urie integrale du premier et une inte- 
gral e du second degre. 



590. L'artiiice que nous avons employe dans le Chapitrepre- 
ce*dent et qui nous a fait comaaitre les lignes ge'odesiques pour la 
forme sp6ciale de Telement lineaire consideree pai^ M. Liouville a 
permis ^ Jacobi de donner une solution eleganle des problemes les 
plus importants delaDynamique dn point materiel; mais il semble 
difficile de Fe"tendre ou de le g6ne"raliser. II faut done revenir a la 
throne gen^raleet indiquer les m^thodes regulieres qui permettent 
de d6terminer une solution, contenant une constante arbitraire, de 
liquation 

(i) A6 = i. 

Etant donn^e tine equation aux d^riv^es partielles 



la recherche d'une iuLegrale complete de cette equation se ramene, 
comme on sait, a la determination d'une fonction <P(WJ v } p, q] 
telle que liquation (2) et la suivante 

(3) cp(>, V,p, q) = G, 

ou G d^signe une constante arbitraire, soient compatibles, c'est- 
a-dire qu'elles fournissent des valeurs de p et de q satisfaisant a la 
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condition 

d . _ ^2 = o 
dv du, 

pour toutes les valeurs de G. D'apres cela, si Ton calcule, au moyen 
des equations (2) et (3), les valeurs des deux derivees qui entrent 
dans la relation precedente, on trotivera la condition 

m (fv- d i ^2-^^ + ^^-^^-o 

u; (/> ?; - du dp dp du -T- d9 dq dq d9 - < 

qui ne contient plus C et devra avoir lieu, par consequent, pour 
toutes les valeurs de u, r, /?, q qui satisfont uniquement a 1'equa- 
tion (2). 

Dansle cas special qui nous occupe, nous sommes done conduits 
a determiner une fonction <p satisfaisant a Tequation lineaire 

(5) (A ? cp) = o, 

pour to us les systemes de valeurs de w, r, /?, q H6es par 1'dqua- 
tion (i). 

L'integration complete de cette equation lineaire (5) se ramone, 
comme on sait, a celle du systeme suivant d'(quations differen- 
tielles 

^ u _ dv _ dp __ dq 
( ) -j = ~^- = -jjj- = ^ > 

dp dq du dv 

qui definit ce que Ton appelle les caracteristiques de liquation 
aux derivees partielles (r). 

Ce systeme admet ^videmmenl une premiere integrate, A 7 donl 
la valeur constante doit ici e*tre prise e"gale a i. Si 1'on en connait 
une autre integrate ^, on pourra achever la solution du probleme 
et determiner par de simples quadratures les geod6siques de la 
surface. Mais il est ne*cessaire de donner quelqucs de>eloppenicnts 
sur ce point essentiel. 

Si Ton combine Time des Equations (6) 

, , du _ dv 

(n ~d-~d 

dp dq 
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avec Pequation de condition 

A = i, 
on en deduira les valeurs suivantes de p et deq 

. n v du - _i_v dQ ^du d9 

b p = &-j h r -y j a = r -j .- (j ~j- ) 

L as ds * ds ds 

et il suffira de porter ces valeurs dans line autre des equations (6), 
par exemple dans la suivante 

dv ___ dp 
~ 



pour en deduire line equation du second ordre entre u et p. Cette 
equation du second ordre } qui tient lieu du systeme (6), sera 
precisement celle des lignes geodvsiques. II est ais6 de le verifier 
presque immediatement par le calcul direct; mais on pent aussi le 
reconnaitre par un raisonnemenl a priori. 

En efiet, si, dans le systeme (6), on remplace p et cj par les de- 
rivees partielles d 7 une solution quelconque de 1'equation aux de- 
rivees partielles (i), on sait, d ? apres les proprietes gen6rales des 
Equations aux derivees partielles du premier ordre, que ce systeme 
se reduiraalaseule Equation (7). Or cette Equation definit, onlev6- 
rifie aise'ment, les trajectoires orthogonales des courbes 9 = const.. 
et ces trajectoires sont, comme on Fa vu ? des lignes ge"od6siques. 

Au reste, on arrive a la m^me conclusion si I'on traite le pro- 
bl&me des lignes g^odesiques comme une question de M6canique. 
En employant la methode et les variables d'Hamilton [II, p. 4i], 
on est conduit, pour definir la ligne geod^sique, a un systeme ca- 
nonique qui donne immediatement les Equations (6). 

Ainsi, on peut considerer le systeme (6) comme tenant lieu de 
liquation differentielle du second ordre des lignes ge"odesiques 
pourvu que I'on y regarde/? elq comme des inconnues auxiliaires, 

qui sont d'ailleurs definies en fonction de u, P, -r- par les for- 

mules (8). Ge point 6tant ^tabli ? examinons les differents cas qui 
peuvent se presenter. 

591. Supposons d'abord que Ton connaisse deux integrates 
distinctes o> et A du systeme (6). 
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L'elimination de p et de q entre les equations 



donnera liquation en termes finis, contenant les deux constantes 
arbitraires C, G', des lignes geodesiques. Gela resulte immediate- 
ment de ce que les trois relations precedentes donnent irois inte- 
grales du systeme (6). 

Si Fon a determine une seule integrate cp, on pourra achever de 
deux manieres differentes la solution du probleme propose. Ou 
bien on determinera JD et q par les equations 



et Ton effectuera ensuite la quadrature 

0=1 (p da +- q dv\ ; 

les b'gnes geodesiques seront alors definies par liquation 

<?0 _ f , 

55 "" G ' 

011 C 7 designera tine seconde consume. Ou bien on remplacera 
dans Inequation 

Cp =: G 

p et q par leurs expressions (8) en -4- ? ^? ce qui donnera une in- 

t^grale premiere de liquation des Ugnes geodesiques, dont on d<5- 
terminera ensuite un facteur en appliquant Ic tkcor^me cle Jacob! 
[II,p. 43i]. 

On ne sait pas int^grer d'une maniere gen^rale 1'cquation li- 
n^aire (5). Mais on a obtenu des r^sultats da plus liaut int^r^t en 
se donnant a priori certaincs formes gencrales de I'lnligrale y 
que Ton suppose connue, et en se proposant de determiner P6lc- 
ment lin^aire par la condition que ces formes puisseat conduire 
a une solution complete du probl^me propos^. 

Remarquons d'abord qu'en JFaisant usage de Tequation (r) on 
pourra toujours rendre la fonction <p homogene par rapport aux 
deux variables/? et q. Gette transformation est tres avantageuse; 
car alors liquation de condition (5) aura egalement son premier 
membre homogene par rapport aux monies variables. Cette <qua- 
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tion sera ainsi reduite a ne contenir que les trois variables u, r, ? 

^ 'gr 

qui peuvent etre regardees comme independantes; et, par suite, 
elle devra avoir lien identiquement* 

Ainsi nous sommes ramenes a la determination des integrates 
homogenes par rapport a p et a q qui satisfont identiquement a 
Fequation (5). II est utile de remarquer que les integrales de cette 
nature conservent leur homogeneite et leur degre quand on effeetue 
un changement quelconque de coordonnees. 



2. Nous commencerons par les integrales algebriques et en- 
tieres ( f ), et nous etudierons en premier lieu le cas ou la fonction cp 
est du premier degre. Supposons que la surface ait ete rapportee 
a des coordonnees symetriques. Alors Pelementlineaire seradefini 

par la formule 

ds z = 4^ dx dy. 

L'equation (i) deviendra ici 

(9) ?-, 
et Ton aura 

(10) y = ajp~t-bg, 

a et b etant des fonctions inconnues de x et de y. La condition (5 ) 
nous donnera 

da db\ p f da db\ apg d\ 



( l ) Le Jecteur reconnaitra aisement que toute int^grale alg^brique et entiere, 
non homogcne, conduit a deux integrales distinctes que Ton obtient en s^parant 
les termes de degre pair par rapport a jp et a q des termes de degre impair. 
Chacune de ces deux integrales donnera ensuite, par Femploi de 1'equation 
AO = i 7 une int6grale rationrielle et liomogene du meme degre. 

Dans une Note Sur les integrates algebriques des problem.es de Dynamique 
ms^r(Se T en 1886, au tome GUI des Comptes rendus, M. G. Kocnigs a montr(J 
que, s'il existe des integrales algebriques quelconques, il y aura ncessairement 
des integrates rationnelles, entiercs ou fractionnaires. L'etude des cas ou il y a 
des integrates algebriques irrationnelles se ramene done a celle des questions 
que nous allons examiner dans le texle. 
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et, pour qu'eile soit identiquement verifiee, il faudra que Ton ait 



db _ da _ __ 

d& ~~ dy ~~ ' dx dy 



ou encore 



X et Y dependant respeclivement des seules variables x et y. 

Or la forme de Felement lineaire subsiste quand on y effcctue 
une substitution 



On reconnailra ais^ment qu'en efFectuanl ce changement on peut 
toujours ramener les fonctions X, Y a avoir Pune des valeurs 
conslantes o ou i. 

On n'a done que les deux hypotheses suivantes a examiner : 

i a = b ~ r, 

21 a = o, b = i. 

La premiere nous donne 

d\ d\ 

_ h == o 
dx dy 

ou, en integrant, 

(ra) X=/(ar y). 

L' Element lineaire prend la forme 



La seconde hypothesc donne 

d\ , 

^. = 0, X =/i(a?). 

L'^16rnent Iin6aire correspondant 



se ram^ne a celui d'une surface d^veloppable par substitution a x 
de la variable 
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On peut done laisser de cote cette seconde forme de Pelement 
lineaire, qui devient un cas particulier de la premiere (i3). 

Quant a celle-ci, on demontre aisement qu'elle caracterise les 
surfaces applicables surune surface de revolution. Posons, en effet, 



elle prendra la forme 

<fr*, ou 



ce qui etablit le resultat annonce. Nous pouvons done enoncer 
le theoreme suivant, qui est du a M. Massieu ( 4 ). 

Les surfaces de revolution et celles qui resultent de leur de- 
formation sont les seules pour Lesquelles r equation dijfferen- 
tielle des lignes geodesiques admette line integrate premiere 

7 . , . . , du dv 

lineaire et nomogene en -j- -> -j- * 
& ds ds 

Quand Felement lineaire est ecrit sous la forme (i4)> liquation 
devient 



Fint^grale Hn6aire est alors 
(16) 



F.)? S ur l es integrates algebriques des problemes de Me'ca- 
nique. TMse pr^sent^e ci la Faculte des Sciences de Paris; Paris, 1861. Dans ce 
travail, Pauteur s'occupe d'uae maniere generale des problemes de Me"canique 
dans lesquels il y a une fonction des forces; et, suivant la voie ouverte par M. J. 
Bertrand dans un beau Memoire ins^r^ en 1867 au Journal de Liouville, il re- 
cherche les integrales algebriques par rapport aux vitesses. 

M. Massieu, apres avoir prsente quelques re*sukats sur la question envisaged 
dans toute sa ge*n6ralite, eludie plus specialement le mouvement d'un point sur 
une surface ct il definit tous les cas dans lesquels il y a une inte'grale du premier 
ou du second degre" par rapport aux vitesses. II suffit de supposer nulle la fonc- 
tion des forces pour que ces r^sultats deviennent imme'diatement applicables 
au probleme des lignes geodesiques. On pourra consulter aussi le Memoire de 
Bour Sur I 'integration des equations dtffe'rentielles partieUes du premier et 
du second ordre (Journal de I'JEcole Potylechnique, XXXIX* Cahier, p. i4g; 
1862), oil les r(isultats de M, Massieu se trouvent rappele"s. Le Chapitre V de ce 
Memoire contient une <tude sur ^integration de Tequation gen^rale des lignes 
g6odesiques que nous aurons & citer plus loin. 
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On a 



(J7j j|e = CP-H C 

et Ton retrouve ainsi, avec de l%ers changements de notation, le 
resultat fourni par la premiere methode (n 580). 

593. Nous allons maintenant etudier de la meme maniere le cas 
ou ii y a line inle"grale y da second degre par rapport a p et a q. 

Posons 

(p,= ap* H~ 2 bpq -+- cq^. 

La condition (5) nous donnera ici 



( ' 8 ' 



Egalons a zero les coefficients des diverses puissances de/? et de 
q. Nous aurons d'abord, en prenant les coefficients de q* et de /? 3 , 

les deux equations 

<)c da __ 
ds ~" 5> r "" 
qui nous donnent 

a = /(a?), cfi(y). 

En raisonnant comme dans le cas precedent, on verm que, si 
Ton a choisi convenablement les coordonndcs x, r, on pent tou- 
jours supposer, soit 

c =- r , a ~ i , 

soit 

c = o, a r= t. 

Commencons par examiner la premiere hypothesc. En prenant 
les coefficients de/?g 2 et de/? 2 y dans liquation de condition (1:8), 
on sera conduit aux deux relations 



dy 
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qui s'integrent atsement et donnent 



f Qlf { designant deux fonctions arbitraires. 

On aura done pour Pelement lineaire F expression 



(ig) ^ 2: 

et 1'integrale o deviendra 

Le changement de notations defini par les formules 

x = u -f- iv, y = u iv 

ramene 1'element lineaire a la forme de M. Liouville et montre 
aussi que la solution 9 dont les derivees sont definies par 1' Equa- 
tion precedente jointe a Tequation (9) est precisement celle que 
nous avons employee au n 583. 

Ainsi les surfaces dont Telement lineaire est reductible a la forme 
de M. Liouville constituent une premiere classe pour laquelle le 
probleme des lignes geodesiques admet une int^grale homogene 
et du second degre par rapport a p et a q ( { ). 

594. Examinons maintenant Thypothese 

a == t, c = o. 
En op^rant comme prec6demment ? on trouvera les conditions 

d(b\} d~k 
qui donnent 



( l ) Voir les M6moires d6j^i cit^s de Hour et de M. Massieu. II convient de re- 
marquer [ue M. Massieu a ne"glig6 la seconde hypolhese (a = i, c = o) que 
nous aliens 6tudier. 
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Y, Y| designant deux fonctions arbitraires de y. L'^lement li- 
neaire aura done pour expression ( ' ) 



(21) ^* 

et Fintegrale du second degre sera 

Y 

(22) p*~-2^pg 

On tire de la 



et, par suite, 

(*) 9 = ^T^ + |-J| 

Tel est le second cas dans lequel il y a ime inte"grale du second 
degre. Mais il convient de remarquer que la surface correspondante 
est, en general, imaginaire. 

On peut, en effet, supposer ici que les coordonnees symetriques 
x et y sont imaginaires conjuguees. Pour que Felement lin^aire 
soit reel, il faut qu'il ne change pas quand on y remplace toules les 
imaginaires par leurs conjugue"es. Si done Y , YJ d^signent les 
fonctions imaginaires conjuguees de Y, Y i? il faudra que Ton ait 



II suit de la que le premier membre doit tre bilin^aire par 
rapport a x et &y. On a done 

A = axy -\-bx ~*r b$y -h h , 



et la condition qu'il s'agit de verifier exige que a } h soient r^els et 
bj bo imaginaires conjugue*s. Des transformations simples perniet- 
tent de ramener la valeur de \ aux deux types suivants 



A = 



(*) Cette expression de l'61enaent s'est pr6sent6e ^ M. Lie dans IMtude d'un pro- 
bleme resolu par M. Dini et sur lequel nous reviendrons au Chapitre suivant. 
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a etantune constante reelle. Les elements lineaires correspondants 

(24) ds- = 4 (x -+ y) dx dy, 

( 25 ) ds~ = 4 a*(xy -T-I) dx dy 



appartiennent Pun etl'autre a des surfaces applicables sur des sur- 
faces de revolution. On le reconnait immediatement en effectuant 
dans la premiere formule la substitution 

x = u H- iV, y = u zV, 
et, dans la seconde, la substitution 

x = ue tv , y = uetv. 

Remarquons-le, d'ailleurs, alors meme que Peleraent Hn6aire 
defini par la formule (21) appartient a une surface reelle, la valeur 
correspondante (a3) de la solution 8 denieure imaginaire, comme 
on s'en assure aisement en y substituant les valeurs de Y et de Y* 
qui correspondent aux deux formes (24) et (20). 

S95. Les recherches pr^cedentes conduisent aise"ment au re- 
sultat suivant : 

U element lineaire d'une surface etant mis sous la forme la 
plus gene rale 

(26) ds* 
soil 

(27) AO = 

V equation aux derivees partielles dont depend la determina- 
tion des lignes geodesiques* S'ilexiste une integr ale du second 
degre 

(28) e'p*+ if'pq -h Jq* = C, 

il pour r a se presenter deux cas distincts* 

Lorsque les premiers membres des equations (27) et (28) 
n'ont pas de facteur lineaire commit n de la forme ap + 3y, 
V element lineaire de la surface est reductible a la forme de 

Liouville 

d 

D. III. 
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et les fonctions U M V 1 sont, A des facteurs constants pres, les 
ratines de V equation du second degre en k 



(29) (f'kf)* (e' 

que Von obtient en exprimant que la combinaison lineaire 



des premiers membres des equations (27) et (28) est un carrc 
par fait, 

On pourra done, sans aucune integration } ramener V&U- 
ment lineaire It son expression reduite* 11 suffira de choisir 
pour variables ind^pendantes des fonctions quelconques des 
deux ratines de liquation (29) ( ). 

Si les premiers membres des Equations (27) et (28) ont unfac- 
teur commun, V element lineaire est reductible a la forme (21). 



II est ais6 de verifier tous ces r^sultats avec les variables 
pendantes que nous avons clioisies; et comme ils sont, par leur 
nature meme, independants du choix de ces yariables, ils sont 
ainsi etablis dans toute lear generality. 

Si Ton a pu obtenir deux integrates distinctes du second degrc f ; 



il est clair qu 7 on pourra les combiner lineaireznent et en d&Juire 
la nouvelle integrate 

(/H- kf*)pq 



k ddsignant une constantc quelconquc. A cliaque valeur de A* 
correspondra une reduction d<termin6e dc I'^lemcnt lineaire ^ la 
forme de M. Liouville. Ainsi : 

Lorsque V&Umenl lineaire d'une surface est rtductible de, 
deux manures distinctes a la forme de M. Liouville, il est r&- 
ductible a cette forme d'une infinite de manures differ entes. 



( J ) Cette conclusion serait toutefois en d<Haut si Fuoe des racines se r^duisait 
& une constante; dans ce cas 5 Tune des fonciions U t , V 4 se r6duirait ^ une con- 
siantc et la surface correspondante serait applicable sur une surface dc r^volu- 
tion. 
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Ainsi se trouve explique le re*sultat que nous avions indique an 
n 413 et sur lequel nous devions revenir. Nous avions, au n 417, 
propose de rechercher les surfaces dont Felement lineaire est re- 
ductible de deux manieres differentes a la forme de Liouville. 

On voit que cette question peut etre consideree comme identique 
a la suivante : Rechercher toutes les surfaces, ou platdt tous les 
elements lineaires, pour lesquels le probleme des lignes geode- 
siques admet deux integrates distinctes du second degre (*). 
Dans le Memoire que nous avons deja cite [II, p. 218] M. Lie a 
fait connattre un certain nombre de solutions de cette question 
auxquelles on pourra ajouter celle que nous avons de'ja donne'e au 
n 417. Nous nous contenterons de rechercher ici toutes les formes 
de Felement lineaire pour lesquelles le probleme des lignes geode- 
siques admet deux integrates, Tune du premier, Fautre du second 
degre. 

596. Toutes les fois qu'il j a une int6grale du premier degre, la 
surface est applicable sur une surface de revolution. On peut done 
ecrire son element lineaire sous la forme 



L'equation aux derivees partielles a integrer deviendra ici 

(3o) 



L'int6grale du premier degr^ sera 

^ = G, 

et il y a a exprimer qu'il existe une inte'grale du second degre" 



distincte du carre" q- de Fint^grale lineaire. Pour la commodite 
des calculs qui suivront, posons 



(') Dans ce cas, il suffit d'appliquer les m^thodes du n 591 pour reconnaitre 
que 1'equation en termes finis des lignes ge'ode'siques sera du second degr par 
rapport aux deux conslantes arbitraires. 



36 LIVRE VI. CHAPITRE II. 

Liquation de condition 
nous donnera alors 



-- 
du 



En e'galant a zero les coefficients des diverses puissances de <y ? 
on obtient le system e 



(32) 



TT, 

a -f- H- U" - r = o, 
On, dv 



* a/U ff/ =o, 



qne 1'on pent int(?grcr sans difficult en suivant I'ordre des equa 
tions. On trouve ainsi 



(3a) 



= Y! U'V, 



V, V { , "V 2 d^signant des fonctions arbitrages de 9. En portant les 
valeurs de /et de g dans la derntere Equation (82), on eslconduil 
a la relation 

(33) V'(2U' / 2-hU A U" / )H-V w U f 2U' A - ViU'" 2V'iU'U"-haY' 2 U"r= , 

qui doit avoir lieu identiquement. 

Si Ton donne a 9 une valeur num^riquc quelconque, on oh- 
liendra une relation de la forme 



ou a, b 7 Cj d, e seront des constantes, et qui sera une Equation diflW- 
rentielle propre & determiner U . On verra aise'ment que la fonction 
U ne peut, si Ton ^carte un cas tout & fait exceptional qui con- 
duirait aux surfaces a courbure constante, satisfaire une autre 
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equation de meme forme ou les constantes a, b, c, d, e prendraient 
d'autres valeurs. II faudra done que, pour chaque valeur particu- 
liere donnee a p, Pequation (33) soit identique a lapr^cedente. On 
devra done avoir, pour toute valeur de P, 



(35) 



d 



et ces equations serviront a determiner les fonctions V, V 1? V 2 . 

Comme la derivee U /; figure seule dans F expression de Felement 
lin^aire, on pourra toujours ajouter une constante a U' et disposer 
de cette constante de maniere aannuler le coefficient c dans Pequa- 
tion(34); alors les relations (35) nous doimeront 

Vi=o 
et, par suite, 

Ainsi on peut toujours, sans diminuer la generalite, introduire 

Thypothese 

c = d = o . 

L'equation (34) devient alors 

(36) rt,(2U" 2 -l-U'U'")H~ Z?U' 2 U ;/ -heU w - o. 
Posons 

(3 7 ) I**. =-4i.. 

Alors les equations (35) qui determinent V et V 2 prendront la 
forme 

V'" V 



(38) V'= 



-_ -, 

4 ni 2 n 



et, en integrant une premiere fois, on pourra les remplacer par les 
suivantcs 

(39) Y // H-4mV = o, V s = a/iV. 

On s'assure aiscmcntqu'il esL permis, toutes les fois que m n'esl 
pas nul, de mSgliger les constantes introduitcs par les integrations; 
les conserver, ce serai t aj outer a 1'inLegrale clierch^e une fonction 



ou A et B d^signent deux constantes, et qui peut tre n6glig6e. 
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Liquation en U deviendra maintenant 

2 U" 2 -+- U' IT = 4 m IT- U" 4- .{ n U". 

En multipliant par U' et integrant les deux membres, nous 
trouvons 

(40) U' 2 U''==wU' 4 4~2ttU'2-}-;tt ; , 

m! d^signantune nouvelle constante. Remplagons t/ par ~j > nous 
aurons du et, par suite, 

C u/Srfu ' 

(41) U =J ,nU'*H-^U"-<-,>/ 

II soffit de joindre cette Equation a la precedence pour obtenir 
1'expression de U" en fonction de z/. 

L'int^grale cherchee du second degr6 sera 

V2__ U'Ypq -f- VU ;/ 4- V" - -4- V 



ou, en rempla^ant V /; et V 2 par leurs valeurs, 

(42) V/? U'V>^ H- (VU ff - 2 mVU A2 ~- '2 /i 
la fonction V etant une solution de 1'equalion 

(43) V' = -4iV. 

Mais ici se presente un r^sultat lout a fait inattendu. En prenanl 
successivement 

V = e 2cvT^ et y __. g-a^v'^ 

on obtient non plus une, mais deux integrates du second degr< 

(44) 

(45) e~ 



auxquelles on pent joindre le carr6 



de Pint^grale Iin6aire. II y a done ici trois integrates distincles 



du second degre. 



Liquation des lignes g6od6siques se d^terminera ais&nent; il 
suffira d'appliquer ici les remarques du n S91. Le systfeme (6) 
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admet les quatre integrates 






qui sont d'ailleurs en nombre trop grand d'une unit6. Et, en effet, 
on reconnait que Ton peut eliminer entre elles u, p, /?, q et que 
les constantes C ? C', G" doiventetre liees par la relation 

(46) C'C"=(i 27iG) 2 4mm' G 2 . 



Si Ton elimine ensuite p et g, on sera conduit a liquation en 
termes finis 



qui representera les lignes geodesiques. 

II est clair que les surfaces remarquables dont Felement lineaire 
est d^fini par les formules (a4) et (a5) appardennent a la classe 
que nous venons de determiner ( { ). 



( J ) La question que nous venons d'e"tudier a et6 rdsolue d'une autre maniere 
par M. L. Raffy dans un travail recemment public (voir Comptes rendus, 
t. GVIII, p. 403, mars 1889, et Bulletin des Sciences mathematiques, t. XIII, 
2 e s^rie). M. Raffy prend 1'element lineaire de la surface cherche'e sous la forme 

d$* 4^ dx dy 
ct il trouve que \ doit avoir Fune des valeurs suivantes 



(e* e-* 



ou P ct Q ddsignent des constantes arbitraires et t la somme 

Un calcul auquel le lecteur supple"era aise"ment permet de reconnattre que cette 
elegante solution concorde avec celle que nous avions obtenue tout d'abord et 
qui se trouve dtfveloppe'e dans le texte. 
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CHAPITRE III. 

DE LA REPRESENTATION GEODl^SIQUE DE DEUX SURFACES 
L'UNE SUR L'AUTRE. 

Probleme de M. Bcltrami : determiner toutes les surfaces qui pcuvent trc re- 
presentees sur le plan de telle maniere quo les geodesiqucs correspondent aux 
droilcs du plan. Solution directe et complete de cc probleme : les surfaces 
a courbure constante sont les scules qui puissent elre reprdsentces de cette 
maniere sur le plan. Probleme de M. Dini : determiner tous les couples de 
surfaces tels quo Ton puisse etablir entre deux surfaces de chaquc couple une 
correspondancc dans laquellc les ge'ode'siques correspondent aux geodesiques. 

Solution de M. Dini. Theoreme de M. Tissot. l/cle'mcnt lin^aire dcs 
surfaces chcrche'es se ramene & la forme de M. Liouvillc. Application : pro- 
priete rcmarquable de la transformation homographiquc. Solution nouvclle 
et directe dcs deux |problemes precedents. Si 1'on chcrche a determiner les 

courbes pour lesquellcs 1'integrule / f(u, t' ? v'}du prise entrc deux points 

donn6s est maximum ou minimum, on est conduit ft une Equation difTe'rentielle 
du second ordrc ddfinissant les courbes chcrclidcs. Cctte equation peut 6tre 
considered commc etant la plus gun^ralc du second ordre; et a chaque equation 
dc ceL ordre correspondent une infinite dc fonclions f (U, P, v r ). Detcrmina- ' 
tion effective de ccs fonclions quand on sail intcgrer I'equalion differcntielle. 

Relations avcc la UuSorie du mullipHcalcur cle Jacobi, Application a 
I'equation v" = o ct aux problcmes de MM. Beltrami et Dini. 



897. Lcsrdsultals que nous avons oblcnus dans le Ghapilrc pr6- 
c^dent nous pcrmctlcul jnaintcnant d'abordcr une question tr^s 
interessanlc, qui a 6te pos^e ct r<5soluc par les iravaux de MM, Bel- 
Lrami et Dini. 

fitant donnds une sphere (S) et un plan (P), si, du centre do 
la sphere, on projette les diiF<5rents points de eette surface sur le 
plan (P), on <tablit ainsi, entre Jcs points de la splnVe et ceux du 
plan, une correspondance dans laquelle ^ toutes les droites du plan 
correspondent 6videmment dcs grands cereles de la sphere* En 
d'autres termes, les deux surfaces se correspondent, point par 
point, de telle manure qu'a chaque ligne gtiodesique de 
corresponde une ligne g6od$ique de I'autre. 
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Celte remarquable propriete a etc depuis longtemps utilisee 
dans la theorie des Cartes geographiques. Dans 1'expose* sommaire 
que nous avons donne* des principes de celle theorie [I, p. i46], 
nous avons vu que les geometres s'etaient surtout attaches aux 
modes de representation qui eonservent les angles et qui assurent 
la similitude des elements infiniment petits. Mais on peut re- 
ehercher d'autres modes de representation, et une Carte dans 
laquelle Jes lignes ge"odesiques de la surface seraient represented 
par les droites du plan aurait ce grand a vantage, signale par 
Lagrange (*), que 1'on pourrait aisement construire le plus court 
cheimn en Ire deux points de la surface, puisque ce plus court 
chemin serai t represente par la droite qui unit sur la Carte les re- 
pre'sentations de ces deux points. 

Les remarques pre"ce*dentes ont done conduit M. Beltrami a se 
poser le probleme suivant ( 2 ) : 

Etant donnee une surface, peut-on La representer sur le plan 
de telle maniere que les Lignes geodesiques de la surface cor- 
respondent aux differenles droites du plan? 



(') LAGRANGE, Sur la cojistructioji des Cartes geographiques (Nouveaux 
Memoires de I' Academic de Berlin, 1779, ct QEuvres completes , t. JV, p. 638). 
Voici le passage auquel nous faisons allusion : 

Si 1'oeil est dans le centre du globe, la projection se nomme centrale, et elle 
a la proprie"te" que tous les grands cercles se trouvcnt repre"senl6s par des lignes 
droites, mais les petits cercles le sont par des cercles ou par des ellipses suivant 
que leur plan est parallele on non au plan de projection. On se sert quelquefois 
de cette projection pour les rnappernondes, et Ton y suppose ordinairement que 
le plan de projection est parallele & Fe'qualeur, moyennant quoi tous les cercles 
dc latitude devicnnent des cercles de mappemonde; mais elle n'est gure usitee 
pour les Cartes particulieres qui nercprdsentent qu'une partie de la surface de la 
Terre; elle 1'est davantage pour les Cartes celestes ; et c'est, en ge"n6ral, a cette 
projection que se reduit toutc la gnomonique, les lignes horaires d'un cadran 
quelconquc n'cHant autrc chose que ies projections centrales des cercles horaires 
dc la sphere. 

Au reste, des Cartes geographiques construitcs d'apres cette projection auraient 
le grand avanlage que tous les lieux dc la Terrc qui sont situes dans un meme 
grand cercle du globe sc trouveraicnt places en lignc droite dans la Carte, en 
sorte que, pour avoir le plus court chemin d'un lieu cle la Terre a 1'autre, il n'y 
aurait qu'a joinclrc ces deux licux dans la Carte par une ligne droite. 

( 2 ) BELTRAMI (E.)? JRisolusione del Problem : Riportare iputili di una su- 
perficie sopra un piano in modo die le linee geodetiche vengano rappresen- 
tate da linee rette (Annali di Matematica pura edapplicata pubblicati da 
B. Tortolini, t. VII, p. i85; 1866). 
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Soient x et y les coordonnees rectilignes, rectangulaires ou 
obliques, d'un point dn plan, et soient \ [J. les coordonnees cur- 
vilignes du point correspondent de la surface. Ecrivons les for- 
mules 

(i) a? = 6(X,fx), jr = ?(X, nO, 

qui e*tablissent la correspondance entre les points du plan et ceux 
de la surface. A toute droite du plan, definie par Fequation 

ax H- by -4- c = o, 

correspondra une courbe de la surface d6finie de meme par la re- 
lation 

a6(X, [x)-4- b p(X, JJL)-HC = o. 

II faudra que cette Equation repre'sente une ligne ge"ode*sique 
et, par suite, qu'en j regardant-? comme des constantes arbi- 

traires', elle donne Fintegrale g^n^rale de liquation diff^rentielle 
du second ordre des lignes ge'ode'siques. Le probleme deM. Bel- 
trami se ramene done imm^diatement au suivant : 

JRechercher si V equal ion gene rale des lignes geod&siques 
peut tre mise sous la forme 

(a) -+- bv -\~ c = o, 

a, bj c dtisignant des constantes arbit retires et 0, 9 des fonctions 
des coor do unties curvilignes \ jx. 

598. Pour r^soudre cette question, nous remarquerons que li- 
quation 

9 = const. 

d^finit, d'apr^s les hypotheses pr^c^dentes, une famille de lignes 
ge'ode'siques. 

Rapportons les points de la surface au sjsteme dc coordonnees 
d^fini par ces lignes ge'ode'siques etleurs trajectoires orthogonales. 
On aura, pour l'616ment line*aire, Fexpression suivante 

(3) rf^= </w*-t-C*<fc, 

et 9 deviendra une certaine fonction F(u, 9) de u et de p. En ap- 
pliquant la formule (8) (n 514), on trouvera liquation differen- 
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tielle suivante des lignes geodesiques 

/ ,N // a dC , J dQ ,, ^dC 

(iO (/== </_ f^^CP' 3 . 

G tf& C dv du 

D'autre part, si Pon elimine les deux constantes -? - entre Fequa- 

c o 

tion (2) el ses deux premieres derivees, on trouvera 

v" = 9' -\ -- C/ 2 H -- p' 3 , 
P P P 

/?,#,/',$, ^ d^signant, suivant 1'usage, les d6rivees de F(z^, p). 
Cette equation differenlielle, admettant pour integrale ge'nerale 
liquation (2), sera necessairement identique a Pequation (4). On 
aura done 

(5-] L _i^ ?f __ 1 ^5 1 _ c~ 

/? "~ G <^ ? /> ~^ G <)P 7 /> ~~ du 

Les deux premieres conditions s'integrent ais^ment el nous 
donnent 

/C' = V, ^G = U, 

U et V d^signant des fonc lions arbitraires de u et de 9 respectiye- 
ment. Pour la commodite des calculs, nous changerons la notation 
et nous crirons 

P&=k' ^ G = Di' 
On cUduil de la 

(6) P = &> G=^, 

et, par suite, V { de"signant une nouvelle fonction de P, 



En portant cette valeur de 9 dans la troisieme Equation (5), on 
trouve la condition 

rdu yw __JL. 
* 1- " ^ 



Gette relation entre des fonctions de u et des fonctions de 9 
devant avoir lieu identiquement, differentions-la par rapport a u. 
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Nous aurons 



on encore 



Les deux membres de cette equation doivent evidemmenl elre 
constants. On aura done 



h designant une constante quelconque. La seconde equation s'in- 
t&gre sans difficult**. On peut Tecrire, en effet, comme il suit 

E /E' x ' 
FVu, 

ce qui donne, en integrant et en ddsignant par k une constante 

nouvclle, 

/U' 

U 



On ddduit de la par derivation 



Or, si Ton fait usage de laformule (4) [^, /i^*] 

JL-.- r 
ft IV " C t)u* ' 

qui fait connaltre la courbure totale de la surface, on irouve, ouy 
remplaQant C par sa valour tirec de la seconde Equation (()), 

i _ II* _ / 
M r "" "" IT "" "" 

Airisi les settles surfaces qui puissent donner une solution du 
probl&me propo$6 sont ceties dont la courbure totale cst con~ 
stante* Tel est le rsullal fondamental obtenu par M. Beltrami. 

599. Lc lecteur pourra poursnivre et achever les calculs; mais 
il vaut mieux raisonner de la mani6rc suivante. 

Rapportons une surface h. courbure constante au sysl&me de 
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coordonne'es form par une famille de lignes geod^siques et leurs 
trajectoires orthogonales : Moment lineaire prendra la forme 

(7) ds$= <2fo2_|_C 2 <&> 2 , 
et Ton devra avoir 

(8) _!*_* 

\ / r*\ \ a ** 

C tin? 
Si la courbure k est nulle, C sera de la forme 

(9) C^VK-hVi, 

V et V, d&signant des fonctioris de 9. Si la courbure k est positive 
et a pour valeur * on aura 

(10) C = Vsin"-+-V, cos-' 



a 



Enfin, si la courbure est negative et egale & JL, on trouvera 
de raenie 



(ii) 



ir u u n 

Q<I __ e a e a __ e "~ 



Ecrivons les expressions aorrespondantes de I'6l6ment lin^aire 
en changeant dans les deux dernieres u en an ; on sera conduit aux 
irois formes 



( Vu 



qui caraclcrisent les surfaces a courbure nulle, positive ou negative. 
Si nous supposons maintenant queles lignes g^odesiques p>=const. 
soient celles qui passent par un point donne de la surface, il faudra 
que 1'on ait, dans les trois cas, 

G = o pour u = o. 

Cela donne la condition 

V^o. 

En choisissant convenablement la coordonne'e p, on r^dtiira en- 
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suite V a I'unite; de sorte que lament lineaire se ram&nera aux 
formes suivantes : 



[/ pu _ p u \ 2 "1 
dif~ + f~ ^ J d* , 

qui ne contiennent, comme on voit, aucune indeterminee. 

L'applicalion des m^thodes que nous avons donnees plus haut 
(n 579) dans le cas des surfaces de revolution nous condnira ici 
sans difficulte a 1'equation en termes finis des lignes g^odesiques. 
On trouve ainsi les trois Equations 



(18) A u cose H- B u sin^H- G = o, 

(19) A tangu cos^ H- B tangw sine H- C = o, 



_ _ 

(20) A- - cosp-hB - -sinp-hC = o, 

* Qli^Q-U e ll^ r Q-U ' 

qui conviennent respectivementaux elements lin^aires defmis par 
les trois formules (i5), (16), (17) et qui, d'ailleurs, donnent imm^- 
diatement la solution complete du probl^me propos^. On voit, en 
effet, que, si Ton reprcsente Tune quelconque des surfaces sur le 
plan en prenant pour Jes coordonn^es rectangulaires x et y du 
point du plan les coefficients de A et de B dans Tune des Equations 
prec^dentes, les lignes geodt'jsiqnes de la surface correspondront 
aux droites du plan. 

D'ailleurs, quandon a une lelle representation d'une surface sur 
un plan, on peut obtenir toutes les aulres de la mani^rc la plus 
simple; car, si P et Q sont les deux points du plan qui corres- 
pondent, dans deux representations distinctes, a un m6me point M 
de la surface, la correspondance cHablie entre PetQ sera telle que 
les droites correspondront a des droites, et ne sera autre, par con- 
sequent, que la transformation homographique la plus gdn^rale. 
Ainsi, quand on a effectu6 une representation de la surface consi- 
d<5r6e sur le plan, on les obtient touLes en faisant suivre cette repr6~ 
sentation, quelque particulic^rc qu'elle soit, de la transformation 
homographique la plus g^n<f;rale dans le plan. 

Si, & la place des coordonn^es u et v, on introduit les coor- 
donn^es rectangulaires x et y du point du plan qui correspond de 
la manure indiqu^e au pointdela surface, on obtient pour les trois 
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formes de Pelement lineaire les expressions 
(21) dk*=da?*-hrfj/*, 

(aa) d ^ 

<a3) A , = 



que nous retrouverons plus loin d'une autre maniere et qui onl 
ete signalees par M. Beltrami. 

600. Les recherches que nous venons d'exposer conduisaient 
naturellement au probleme suivant : 

Etant donnees deux surf aces quelconques, peut-on les repre- 
senter Vitne sur U autre, de telle maniere qu'a toute ligne geo- 
desique de Vune corresponde une ligne geodesique de V autre? 

Nous dirons alors que les deux surfaces sont represents 1'nne 
sur 1'aulre geodesiquement. 

Cette question, que M. Beltrami avail propos^e a la fin de son 
travail, a tersolue par.M. Dini (*) dans un beau M^moire insure 
aux Annali di Matematica. La m^tdode de M. Dini repose sur 
un elegant theor^me de M. Tissot, que Ton pent ^noncer comme 
il suit : 

Lorsque deux surfaces se correspondent point par point, il 
existe sur une des surfaces un systeme orthogonal, et en ge- 
neral un seul, auquel correspond sur V autre surface un sys- 
teme orthogonal. 

Soient, en effet, M, M< deux points correspondants, pris respec- 
tivement sur les deux surfaces consid&res (S) et (Si); a toute 
tangente Mtf en M correspond une tangente M^ t { en M 4 , en ce 
sens que toute courbe de la premiere surface tangente enMaMtf a 
pour homologue une courbe de (S { ) tangente en M 1 &M| t^ II est 
a peu pres Evident, et Ton e"tablira aisement qu 5 ^. quatre tangentes 



( *) DINI ( U.) ? Sopra un problema die si presenta nella teoria generate delle 
rappresentazioni geografiche di una superficie su ,di un' altra (Annali di 
Matematica, t. Ill, p. 269; 1869). 



48 LIVRE VI. CHAPITRE III. 

M correspondent quatre tangentes Mj t { de meme rapport anhar- 
monique. D'apres cela, soient Mz, My les deux tangentes de la 
premiere surface qui vont rencontrer le cercle de 1'infini et MM, 
M 9 les tangentes qui correspondent aux deux tangentes analogues 
de (5j). Deux tangentes rectangulaires de (S) sont conjuguees, 
comme on sait, par rapport au faisceau des deux droites Mz, My. 
Pour qu'elles correspondent a deux tangentes rectangulaires de 
(Si), ilfaudra encore qu'elles divisent harmoniquement I'angle des 
deux tangentes Mw, M.V. On aura done, pour ies determiner, a 
conslruire les rayons comrmms aux deux involutions dont les 
rayons doubles sont respeclivement Mz, My etMw, Mt>. Le pro- 
bl&me comporte, en general, nne seule solution. D'ailleurs si les 
surfaces sont reelles et si la correspondance, comme il arrive or.di- 
nairementj est etablie entre des points r<els, les rayons doubles 
des involutions que nous venons de considerer seront imaginaircs 
conjugues et, par suite, les rayons communs aux deux invo- 
lutions seront necessairement reels. 

Consid6rons sur la surface (S) les courbcs qui admettent pour 
tangente en cliaque point 1'une des droites que nous venons de 
construire. Ces courbes formeront un sysldme orthogonal, et ce 
systeme sera e*videmment le seul auquel correspondra sur (S { ) un 
syst^mc orthogonal, 

A cette conclusion il y a deux exceptions : 1 si les deux invo- 
lutions prc<$dentes ont leurs rayons doubles communs, la corrcs- 
pondance entre (S)et (S|) aura lieu avec conservation des angles; 
et, par suite, tout systeme orthogonal trac^ sur 1'unc des surfaces 
aura, dans ce cas, pour homologue un systeme orthogonal trace 
sur 1'autre; 2 si les deux involutions ont un seul rayon double 
commun, c'est-4-dire si les lignes de longueur nulle d'une seule 
famille se correspondent sur les deux surfaces. Alors les deux 
families qui cornposaient le systeme orthogonal viennent se con- 
fondre en unc seule, formic de ces lignes de longueur nulle qui 
se correspondent sur les deux surfaces. Ce cas exceptionnel, surle- 
quelnous aurons Foccasion derevenir, a 6t6 signal^ parM. Lie (*); 
il ne pent 6videmment se pr6senter lorsque la correspondancc a 

(*) Mathematische Annalen, t. XX, p. 4 2T ? Note I clu Mlmoiro d^j^i cit6 : 
Untersuchungen iiber geodatische Curven. 
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lieu entre les points reels de deux surfaces reelles. On peut done 
enoncer la conclusion suivante : 

Lorsqu'on a etabli une correspondence entre les points reels 
de deux surfaces reelles, il existe certainement sur chacune 
des surfaces un systeme orthogonal reel admettant pour Jiomo- 
logue un systeme orthogonal. Ce systeme est unique si la cor- 
respondance n'apas lieu avec conservation des angles. 

601. Voici mainteaant comment M. Dini a fait usage du tho- 
reme precedent. Supposant implicitement que la correspondaace 
etablie entre les surfaces (S) et (S,) a lieu entre des points reels, 
1'eminent geometre rapporte ces deux surfaces au syst&me de 
coordonne'es forme par les lignes orthogonales qui se correspon- 
dent sur les deux surfaces. Ge syst&me sera unique si la corres- 
pondance n'a pas lieu avec similitude des elements infiniment 
petits; dans le cas contraire, 1'un des systemes orthogonaux pour- 
rait etre clioisi arbitrairement. Soient 



(24) <& 2 =E^w 2 -f-GdV 2 , ds\ = 

les expressions des Elements lineaires de (S) et de (S<). Liqua- 
tion diff6rentielle des lignes geode'siques de (S) sera (n 314) 



, .. - - ^- du 

W , dE 



du 



et Ton obtiendrait de m&me celle des lignes g^od^siques de (S^ 
enremplagant E, G par E 1? G { . Pour que les lignes g6odesiques 
se correspondent, ilfautet il suffit que les Equations diflferentielles 
soient identiques. On estainsi conduit aux conditions 



(jr C/P (jrj C/P 

2 uO I wll< S 0\Jti I n Hjji 

G (?M. E <^w GI <?w EI $M 

E (^p G C?P EI dv GI dp 

i ^G _ i aGi 

E dw """ EI c?w 
D., - III. 
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qui devront avoir lieu identiqnement. La seconde et la troisieme 
s'int&grent aisement et peuvent etre remplacees par les suivantes 

JL JL Q. 9 JL 

G2 ~~ oj V*' E* ~ If" U 3 ' 

ou U d6signe une fonction de u et V une fonction de 9. On en 
deduit 

E G 

(27) El= ^~j, Gl= JJyj? 

et il ne restera plus qn'a satisfaire a la premiere et a la quatrieme 
des relations (26). La substitution des valeurs pr^c^dentes de E { 
et de G < nous conduit ainsi aux deux Equations 



(28) 



| (U _ V )=-V'E, 



d'oul'on deduit, en integrant (*), 

(29) E = UJ(U- V), G = V?(U- V), 

Ui designant une nouvelle fonction de u et Vi une nouvelle fonc- 
tion de v. 

La question est maintenant r^solue. Les ^l^ments Iin6aires des 
deux surfaces sont donnas par les formules suivantes : 



(3o) ds* = 

(so ^* = \ < v~uA~"^" i "~"v" 

ils ont 1'un et 1'autre la forme de Liouville. 

Au reste, en appliquant la formule (28) (n 583), on reconnait 
ais&nenl queles lignes g^od^siques de 1'une et 1'autre surface sont 
repr^sent^es par 1'equation 



/U a 



(*) On neglige ici I'hypoth&se V = U = const., qui conduirait ^ deux surfaces 
homothe'tiques. 



REPRESENTATION GEODESIQUE DE DEUX SURFACES. 5l 

Cetle equation Be change pas, en effet, quand on y remplace U, 

TTT T7- TT r I Ul I Vi If/~ 

Ui, V, V,, a, a' pa* c , , ^> -^=, -, oV ce quire- 
vient a passer de (S) a (Sj). 

602. Telle est la solution que Ton doit a M. Dim. Elle donne 
une nouvelle et remarquable propriete des surfaces dont F element 
lineaire est reductible a la forme de Liouville. 

Mais il importe d'observer, en outre, qu'a chacune de ces sur- 
faces on pent faire correspondre geodesiquement non pas une 
seule surface, mais une infinite de telles surfaces. En effet, Fele"- 
ment lineaire de (S) pent aussi s'ecrire 

(33) ds*= [>(U -HA)- m(V -H ^ 

La forme primitive est conservee. Mais U, V, U l3 Vi sont rem- 
places respectivement par m(U + /i), /n(V + A), -p=? ~-p=* En 
effectuant ce changement dans Ferment Iin6aire de (Si), on aura 



t cette expression varie avecles constantes h et m. On pourrait a 
la rigueur faire abstraction de m dont la variation remplacerait 
chaque surface par une surface homolhetique; mais il n'en est 
plus de mme pour h. A. chaque nouvelle valeur de A correspondra 
un element line'aire distinct. 

603. M. Dini a montre comment on peut de*duire de la solution 
pre"ce*dente les re"sultats obtenus en premier lieu par M. BeltramL 
Pour ne pas e"tendre outre mesure cette exposition, nous nous 
contenterons de la remarque suivante. 

Consid^rons la transformation homographique la plus ge"ne>ale 
dans le plan. II re'sulle du th^oreme de M. Tissot que, dans cette 
transformation comme dans toutes les autres, il existera tin systeme 
orthogonal qui se transformer en un systeme orthogonal. Et, de 
plus, les requitals que nous venons d'e*tablir permettent d'affirmer 
que Fd^ment line'aire du plan rapporte ^ ce systeme sera ne"ces- 
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sairement de la forme 



Or, d'apres une proposition <5tablie par M. Liouville ( l ) et qxie le 
lecteur retrouvera aisement en appliquant les methodes dun 413, 
les seuls systemes orthogonaux pour lesquels 1'element lineaire 
da plan prenne la forme pree^dente sont ceux qui sont formes 
de deux families de coniques homofocales et de leurs varies. 
De la r&sulle une propriele de la transformation homograpluque 
etablie en premier lieu par M. Richelot ( 2 ) : Dans toute trans- 
formation de ce genre, il exisle un systeme orthogonal, et un 
seul, qui demeure orthogonal apres la transformation, et ce 
systeme est forme de deux families de coniques homofocales. 

Au reste, cette proposition peut etre d&nontree de la mantere 
la plus simple par la Gdom^trie. Soient, en effet ? (S) et (S<) deux 
figures homographiques dans deux plans diflterenls. Soient A et B 
les points de (S) qui correspondent aux points a Finfini sur le 
cercle, I, et J 1? de (S<). Soient de meme A, et B< les points de 
(SO qui correspondent aux points I et J de (S), Les coniques (K) 
de (S) qui ont les points A et B pour foyers sont inscribes dans le 
quadrilatfere dont les sommets opposes sont A, B et I, J. Elles 
auront done pour homologues dans (SO des coniques inscrites dans 
le quadrilat&re donl les sommets opposes sont! 1; Ji et A i7 B,, c'est- 
a-dire les coniques (K { ) dont les foyers sont A, et B<. D'ailleurs, 
d'apr&s le th^ortoe de M. Tissot, les deux families de courbes que 
nous venons de d<finir dans chaque figure sont les seules qui con- 
serventleur orthogonality apr^s la transformation. 

Ce raisonnement s^tend delui-m^me i la transformation homo- 
graphique dans F.espace. Consid&rons, en eflet, dans Tespacedeux 
figures homographiques, et soient A et B les deux coniques qui 
correspondent au cercle C de I'mfini, consid^ successivement 
comme appartenant ^ chacune des figures. II est Evident que la 
d^veloppable (A, C) circonscrite a A et C correspondra & la d6- 

(*) LIOUYILLE (J.) Sur quelques ca$ particuliers oil, les Equations da mou* 
Cement d'un point materiel peuvent s'integrer (Journal de Ltouville, t. XI, 



p. 36o; . 

,( 8 ) RICHBLOT, Ueber die einfachste Correlation in zwei r&umlic/ien Creole- 
ten, (Journal de Crelle, t. LXX, p. 187; 1868). 
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veloppable (C, B), circonscrite a C et a B. Par suite, au systeme 
des surfaces du second degre ayant A pour focale correspondra le 
systeme des surfaces de meme ordre ayant B pour focale. II est dti 
reste facile de prouver que le systeme triple orthogonal ainsi 
forme est le seul qui demeure orthogonal apres la transformation. 
En effet, si Ton se propose de determiner trois directions passant 
par un point et telles que les trois directions correspondantes soient 
rectangulaires, cela revient a trouver un triedre conjugu a deux 
cones de meme sommet, etle probleme n'a qu'une solution ( l ). 

604. Les methodes que nous avons suivies et qui sont celles de 
MM. Beltrami et Dini presentent en elles-memes un grand intert. 
G'est ce qui nous a determine a les reproduire. Mais on peut 
traiter aussi les questions precedentes en se placant a un point de 
vue plus general, qui permet une etude plus approfondie et plus 
complete des resultats que nous avons trouves. (Test ce que nous 
allons montrer rapidement. 

On sait que tous les probl&mes du calcul des variations dans 
lesquels il s'agit de trouver le maximum ou le minimum d'une in- 
tegrale simple 

(35) Cf(u,v,9')du 



conduisenta une Equation diff^rentielle du second ordre a laquelle 
doit satisfatre la fonction p et qui est 

(36) ^_ 

v dv d 

ou, en d^veloppant, 



v' du 



R^ciproquement, donnons-nous a priori une quatioa differen- 
tielle quelconque du second ordre 

(38) /=<p(a,p, p'), 



C 1 ) DARBOUX (G.), Note sur un Memoire de M. Dini (Bulletin des Sciences 
mathematiquesj t. T, p. 383; 1870). 
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et proposons-nous de rechercher si elle donne la solution d'un 
problme de calcul des variations, c'est-a-dire s'il existe des inte-- 
grales de la forme (35) pour lesquelles liquation diflerentielle 
(87) soit identique a 1'equation donnee (38). Pour qu'il en soit 
ainsi, il sera n6cessaire et suffisant que la valeur de v tt tir^e de Fe- 
quation (38) et port6e dans 1'^quation (87) donne naissance a une 
relation qui soit verifiee pour toutes les valeurs de w, P, <A On 
trouve ainsi la condition 



qui est une equation aux derivees partielles du second ordre a 
laquelle doit satisfaire la fonction /(&, p, 9'} des trois variables w, 
p, {/. Comme cette Equation admettoujours des solutions, on pent 
enoncer le r^sultat suivant : 

Etant donnee une equation differentielle quelconque du 
second ordre ? elle peut itre assimil&e d'une infinit de ma- 
nieres differentes aux equations du mime ordre qui se pr6- 
sentent dans la recherche du maximum ou du minimum d'une 
integrate simple de la forme (35). En d'autres termes, il 
existe une infinite de fonctions f(u, p, v 1 ) telles que leur inte- 
grale, prise entre deux points quelconques de V une des courbes 
integrates de ^equation considdree, soit maximum ou mini- 
mum. 

605. La determination de la fonction / depend de Fintgration 
de liquation aux d&riv6es partielles (89). Cette integration est 
beancoup facilitee par les remarques suivantes. 

Differentions liquation (89) par rapport & </; nous aurons 

d fd*f \ ( d*f d*f 
dv' \dv'^ '/ dv dv'* dv'% du ' 

et cette Equation nouvelle, qui est du troisi&me ordre, se reduit au 
premier si Fon prend comme inconnue auxiliaire la quantite 

(40 M = . 

ap'a 
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On obtient ainsi pour M Fequation lineaire 



,, N n 

(42) M-r^ H-O 

v y <V * < 

Cette Equation definit ce que Jacobi, generalisant une theorie 
d'Euler, a appele le multiplicateur du systeme d'equations difife- 
rentielles ordinaires ( i ) 



Nous aurions pu d'ailleurs deduire notre theorie des resultats 
que nous devons sur ce sujet a Fillustre geometre; mais il nous a 
semble preferable de developper tous les raisonnements sans rien 
emprunter a la theorie du multiplicateur. 

Pour obtenir Fintegrale generale de Fequation lineaire (4a), il 
faudra integrer le systeme d'e"quations differentielles ordinaires 

du d9 __ dv' dM 

{H j ^ ^ r ^ , 

M d? 

Si nous prenons d'abord les equations 
(44) <a?p == P' duj dv' = cp du, 

obtenues en egalant les trois premiers rapports, elles ne con- 
tiennent pas M et, par suite, peuvent etre inte"gre"es separ^ment. 
D'ailleurs Felimination de v 1 conduit a Fequation 

^ 9 _ / dv \ 

qui n'est autre que la proposee. Done les int^grales du systeme 

(44) S( > n1t ^s deux integrates premieres 

(45) j ^!"'p'^Jl!j' 

de Fequation propos6e. 

Supposons qu'on ait obtenu ces int^grales. En e"galant le pre- 



(*) Vorlesungen uber Dynamik, Dixieme Legon. 
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mier etle dernier des rapports (43), on aura 

dM. cto 

4. __L <tf M = o. 

M dv 

On peut, en tirant 9, 9' des equations (45), exprimer ^. e n 
fonction de u. L'equation precedente prend alors la forme 



. n , 
-jg- H-0(rf, a, 

Une quadrature nous donnera une relation telle que 



y designant une nonvelle constante. Si Ton reinplace a el (3 par 
leurs valeurs (45), on aura la troisieme integrate du systeme (43) 
sous la forme 

(46) M<k(a,i>,o') = Y- 

Par suite, la solution M la plus gdn^rale de liquation (42) sera 
determine par la formule 

(47) M^(M,P,P')==#(*'!'I) 

ou^d^signe une fonction enticement arbitraire. II r^sulte de lik 
que le quotient de deux valeurs particulieres de M sera n&- 
cessairement une integrate premiere de I' equation propose. 

La valeur de M une fois obtenue, on d^terminera celle de/au 
moyen de 1' Equation 



qui s'int^gre par une double quadrature. D6signons par/ une so- 
lution particuli&re quelconque de cette Equation : la solution la 
plus gn6rale sera 



X et pi designant deux fonctions arbitrages de u et de 9. Mais, il 
importe de le remarquer, cette valeur de /, qui satisfait a li- 
quation (4o) dont elle est la solution la plus g^n6rale ? ne v&rifiera 
pas n6cessairement la veritable Equation du probl^me, c'est-a-dire 
liquation (3g). On peut affirmer seulernent que la valeur 
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dente de /, substitute dans Fequation (3g) ? rendra son premier 
membre egal a une fonction de u et de *>, puisque la derivee de 
ce premier membre par rapport a v r est nulie en vertu de liqua- 
tion (4<>). 

Effectuons cette substitution; en designant par P la fonction 
de u et de 9 qui r6sulte de la substitution de / 0) nous trouverons 
Pequation 

</A ()lj, 

Jr Q ~T~ ~r~~ ~~~ ^z 

ou dv 

Telle estPunique relation qae devront verifier les fonctionsX, pi. 
Soit X 03 p, un systeme de valeurs de X, p. satisfaisant a cette equa- 
tion, syst&me que Fon pourra obtenir, par exemple, en se donnant 
arbitrairement X et determinant p, par une quadrature. Les va- 
leurs les plus generates de X, p. seront donnees par les formules 



-, IX==Fo+ _., 

6 designant une fonction quelconque de u et de ^. On aura done 
1'expression suivante 

(48) / 



pour la solution la plus generate de Fequation (89). La presence 
de la diff6rentielle exacte 



, 

()p "^ du 

s'explique sans difficult. On sait, en effet, que cette difFerentielie 
n'a aucun rqle a joiier et que Ton obtient la m^me equation diflfe- 
rentielle du second ordre en cherchant le minimum ou le maximum 
de Tune ou Pautre des integrates 

Jfdu, 

En r^suni6, on peut enoncer les r6sullats suivants : 

Toutes les fois que Von pourra integrer une equation dif- 
ferentielle du second ordre } on saura determiner par de 
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simples quadratures toutes les integrates 



I f(u, 9, v')du, 



telles que le problems de calcul des variations qui leur cor- 
respond conduise a V equation differentielle proposee. 

Si Von a obtenu par un procede quelconque deux fonctions 

/", fi correspondantes a une meme equation differentielle, j4> 

-p- seront des solutions de Inequation lineaire en M (4^); et, 
par suite, le quotient 



sera une integrale premiere de V equation differentielle pro- 
posee (*). 

Nous allons maintenant indiquer quelques applications. 

606. Soil d'abord Pequation du second ordre 

(49) ^=o. 

Les integrates du syst&me (43) seront ici 

p'=a, v wp'=(3, M = Y- 

Par suite, I'int6grale generate de 1'^quation lineaire en M sera 
donn<5e par la formule 

(50) M = #(P',P WP'), 

et la fonction/la plus generate d^finie par liquation (4i) aura ici 
pour expression 

/v 
(p r a)^(a, 9 wa)<fa -h P' X(w, v) +- p.(a, p). 
. 



() II r^sulte m^me des propositions de Jacobi que, dans ce cas, on pourra 
obtenir par une quadrature I'int6gration complete de liquation. diff6rentielle 
propose'e. Mais la proposition e*nonc^e dans le texte, et qui r^sulte imme'diate- 
raent des remarques pre"ce"dentes, suffit pour 1'objet actuel de nos recherches. 
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L'equation (3g) a laquelle/doit satisfaire devient 

d*f df 
--- - = - 



:r--/ -r-3-? 
dvov dudv 



Si Ton y substitue la valeur precedente de /, on trouve, apres 
quelques reductions, la condition 



^ 
du dv 



qui permeL d'e*galer \ et pi aux derivees partielles d'une mme 
fonction 6. On a ainsi la valeur definitive de / sous la forme 

(52) / 



607. Arrivons maintenant a Fobjet que nous avons en vue, et pro- 
posons-nous d'abord le probleme de M. Beltrami : Trouver toutes 
les surfaces qui peuvent etre representees geodesiquement sur 
le plan. 

Soient x et y les coordonne*es rectilignes d'un point du plan. 
L'equation dififerentielle des droites sera 

(53) /'=(>, 

et cette equation subsisterait si V on Jaisait une transformation 
homographique quelconque. 

Les variables x et y peuvent encore tre conside're'es comme les 
coordonn6es curvilignes du point de la surface cherch6e qui cor- 
respond au point du plan. Soit alors 



ds* E dx*-{- 2F dx dy 

Fexpression de F6l6ment Iin6aire de la surface. D'apres la question 
proposed, il faudra que I'int^grale 



T/E -+- a Fy -+. Gey' 2 dx 



soit rendue minimum par les courbes int6grales de liquation dif- 
ferentielle 
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et ? par suite, que la fonction 



/= v/^ 
satisfasse a 1'equation 

(54) = 

Or on a 



d*f _ EG 

"~ 



il faudra done que la fonction 

EH-aF/H-G/ 2 = 
(EG F 2 ) 

d6pende exclusivement de y* et de y xy } '. Pour qu'il en soit 
ainsi, il faut et il suffit, on le reconnait ais^ment, que 1'on ait 

(55) 



(EG F 2 ) 1 * 

<l> designant la fonction la plus generals, entiere et du second 
degrepar rapport aux variables y' , y xy' ( 1 ). 

Ordonnons la fonction $ par rapport aux puissances de y r , et 
soit 

(56) <f = A ~h 2By-h C/' 2 , 



A, B, C 6tant des fonctions de x et de y. Liquation (55) nous 
donnera 

E F G . 



(EG F2)s (EG F 2 ) (EG 



( J ) En effet, en prenant les d^rivdes troisi&tnes des deux membres par rapport 
& y 1 ^ on a 

d* a d s <I> a a d s <l> d4> 

o = -_- 3a?-T __ 4- 3 x* x*- , 

oy* vy ay* oy* dy dy* 

et comme les trois variables y' t y xy' et x sont ind^pendatites, cette Equation 
ne peut avoir lieu que si toutes les d6riv^es troisie'mes de 4> sont nulles, ce qui 
entratne le re*sultat donne" dans le texte. 
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et de la on deduit 

(EG F2)~* = AC B, 
F= 



B*) 9 -' - (AC-B)*' 

Par suite la valeur de/ sera 



f- 

/- 



et Ton pourra verifier que cette valeur satisfait effectivement a 
Fequation du probleme, qui est 1'equation (5i) ou Ton remplace- 
rait u et 9 par x et y. 
Posons 



7 ~ 



W sera une fonction homogene et du second degre des trois va- 
riables dont elle depend, et Ton aura, pour P element linaire de 
la surface cherch^e, Pexpression 



- (AC B) 

On peut interpreter comme il suit les r^sultats obtenus. 
Les Hgnes de longueur nulle de la surface sont d^finies par 
1'^quation different! elle 



qui est une equation de Glairaut et qu'on int6grera en supposant 
y 1 constante. Dans le plan,^ et y xy 1 peuvent tre consid^r^es 
comme les coordonn6es d'une droite dont le coefficient angulaire 
seraitj^'. L'equation precedente d6finit done, en coordonnees tan- 
gentielles, une conique quelconque et le d^nominateur AC B 2 
gale* a z6ro donnera liquation en coordonn6es ponctuelles de la 
mme conique. II suit de M que les lignes de longueur nulle de la 
surface correspondent, dans le plan, aux droites qui sont tangentes 
oi cette conique. 

Nous avons deja rappel^ que liquation (53) se conserve lors- 
qu'on effectue une transformation homographique. En s'appuyant 
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sur cette reraarquable propriete, on peut classer tres simplemeat 
les resultats obtenus : 

i Si la fonction <E> se decompose en deux facteurs, la conique 
se reduit a deux points, necessairement dislincts puisque Pelement 
lineaire ne peut etre un carre parfait. Amenons, par une bomo- 
graphie, ces deux points a coi'ncider avec les deux points a 1'infini 
sur le cercle. On aura alors 



et la forme correspondante de 1' Element lineaire sera 

(60) ds*=dx*-+-dy*. 

La surface obtenue sera plane ou d^veloppable. 

2 Si la fonction $ est indecomposable, on peut toujours la 
ramener par une transformation homographique, et mme d'une 
infinite de manieres, a la forme 

(61) * = a(i+y>( < y-a?y), 

ce qui revient a supposer que^ la conique est un cercle, reel ou 
imaginaire, concentrique a 1'origine. On trouve alors 

) (x dy 



Ces formes de I'eUment lineaire sont identiques, aux notations 
pr6s, a celles que nous avons deja obtenues plus haut, au n 599. 
Nous reviendrons d'aillenrs sur ce sujet lorsque nous nous occu- 
perons de la Geometric non euclidienne et des surfaces a courbure 
constante. 

608. Consid^rons maintenant le problfeme de M. Dini et pro- 
posons-nous, d'une mani^re g^n^rale, de trouver deux surfaces 
qui puissent ^tre repr6sent6es g^odesiqnement Tune sur 1'autre. 

Soient 

ds* =s E di& .H- aF du d9 



les ^l^ments lin^aires de ces deux surfaces. Si Ton pose 
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on peut dire que la mme equation diflerentielle definit les courbes 
pour lesquelles Tune ou Fautre des deux integrates 



j 



fdu, fi du 



est minimum. Par consequent, d'apres la proposition ^tablie plus 
haut, cette equation differentielle, qui est celle des lignes geode- 
siques de la premiere surface, devra admettre Fintegrale premiere 

d 2 / <)2 f. 

- *~ : ~-^-~ = const. 

09 * O9 ~ 

En faisant le calcul, on trouve 

1 

? <P '_HG, ^2\2 

= const., 



EiGj FJ V E-+-aFp'-h 

on, en elevant les deux membres a la puissance | 3 

j 

EG 



EG Fa \E 1 - 
iGi FJ/ E 



- = const. 



On peutmettre cette Equation sous la forme 

i 

/ftft , / EG F2 \s f n du*~ . dudv 
(od) 



qui donne immediatement le r^sultat suivant : 

Si une surface peut Stre representee geodesiquement sur 
line autre surface, V equation diff&rentielle de ses lignes geo~ 
desiques doit admettre une integrate premiere homogene et 

du second degr& par rapport a -j~ > -^- - 

609. Nous sommes ainsi ramene a un probleme que nous avons 
trait6 dans le Chapitre pr^c^dent; et il n'est pas difficile de re- 
connaitre que la condition pr6c6dente, qui estn6cessaire, est aussi 
suffisante. 

En effet, elle ne peut tre remplie, nous 1'avons vu, que dans 
les deux cas suivants : 

i L'^l^ment lin^aire est r6ductible a la forme de Liouville 

(64) ds* = (U V)(U 1 2 du* -+- V? **). 
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Alors liquation des lignes g^odesiques est 



a "" a V 



et, en resolvant par rapport a la constante a, on a 1'integrale pre- 
miere du second degre 

(65) (U _ 



qui estbien de la forme (63). En identifiant les premiers membres 
des deux equations, on obtient les relations 



d'ou Ton deduit 



La seconde surface aura done pour element lineaire 

/AAX ^ 5 

(66) ^ 



ce qui s'accorde bien avec les r^sultats obtenus au n 601. L'l<~ 
ment lineaire avec deux constantes, donn6 par la formnle (34)? 
correspond a la forme plus gen&rale 



que Ton peut donner & 1'integrale du second degr6 (65). 

2 11 y a encore une integrate du second degr quand Tel^ment 
lineaire est de la forme 



(67) <fo* 

donn^e au n S94. Liquation des lignes geod^siques admet alors 
Fint^grale premiere 
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On peut Fecrire sous la forme 



qui estbien du second degre par rapport aux derivees ^? 

els cis 

En appliquant la meme melhode que dans le cas precedent, on 
obtiendra Felement lineaire d$ { de la surface correspondante par 
la formule 

(68) *( = 



Ce cas exceptionnel a ele signale, nous 1'avons deja dil, par 
M. Lie. II echappe a la methode de M. Dini, parce que la corres- 
pondance etablie entre les deux surfaces est telle que le theoreme 
de M. Tissot cesse d'etre applicable. Nous rencontrons ici, en 
effet, Je cas d'exception que nous avons signale, ou une des deux 
families de lignes de longueur nulle de la premiere surface admel 
pour homologue une famille de lignes de longueur nulle de la 
seconde. La correspondance etant imaginaire, nous nous conten- 
terons des indications precedentes. 



D. III. 
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CHAPITRE IV. 



INTEGHALES HOMOGE3NES DE DEGRE SUPIiRIEUIi ET IIVT^GRALES 
' FORME 



Division dcs integrates en classes d'apres le nombre de leurs facteurs lin^aires 
distincts. liquations aux derives partielles par lesquelles on exprime qu'il 
y a tine integrate d'une forme determinee. Application au cas ou J'element 
line*aire est exprime" au moyen des coordonndes syme"triques. Equation's ge*- 
nerales. Premiere application; integrate fractionnaire dont les deux termes 
sont line'aires par rapport a p et & q\ la \aleur correspondante de X est 1'inte'- 

grale generale de liquation E ( - - j; les solutions homogenes de cette Equa- 

tion fournissent 1'element lin^aire de certaines surfaces spirales que Ton peut 
determiner par des quadratures. Integrate ^ deux facteurs distincts; premiere 
methode. Un cas particulier de Tintegrale & trois facteurs. Integrate a 
deux facteurs distincts; reduction du probleme a Integration d'une Equation 
lin^aire qui admet un nombre illimit^ de solutions homog&nes. 



610. Apres avoir fait tine elude approfondie du cas ou )e pro- 
bl^me des 1'ignes geodesiques adrneL des morales da premier et 
du second degr, nous allons indiqtier les r^sultats obtenus par 
Bour et les g^om&tres qui Pont suivi en ce qui concerne les inltf- 
grales de degT(5 sup6rieur. Dans le M^moire que nous avons citd 
plus haut, Bour avail consid<$r6 les integrales enli&res et les avail 
classics d'apr&s leur degr6. M. Bonnel, dans des recherches resides 
inediles, aconsid^re, le premier, des integrates fraclionnaires (*). 

C 1 ) Imminent g^ometre a expos^ ces recherches dans un Cours fait a la Sor- 
bonne vers 1873. Consid<rant ? en premier lieu, le cas ou il existe une intt!gralc 
fractionnaire dont les deux lermes sont du premier degre* par rapport a/> et ^ ^, 
il a montr<5 que, dans ce cas, on peut determiner la valeur la plus g^ndrale de > 
(1'eiement lindaire e"tant d^fini par la formule ds* *= t^\ dx dy) et qu'il existe 
m6me certaines valeurs particulieres de \ pour lesquelles on peut obtenir des sur- 
faces admettant cct e"16ment lineaire. Nous d(montrerons plus loin ces requitals 
par une nie'thode nouvelle. M. 0. Bonnet a dit aussi quelques mots du cas oti il 
existe une inte"gralc du troisiemc degr6 admcitanl un facteur double. 
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Enfin, dans une serie de Communications inserees en 1877 au 
tome LXXXV des Comptes rendus, M. Maurice Levy a mis en 
evidence ce fail interessant qu'au lieu de classer les integrates 
homogenes <p(/?, q, u^ 9) d'apres leur degre par rapport a/? et a </, 
il vaut mieux les classer d'apres le nombre des facteurs lineaires 
distincts dans lesquels on pent les decomposer; c'esl-a-dire que, 
si Ton pose 

(i) o(p, q, u, P) = 0(w 7 

il conviendra de reunir dans une meme recherche toutes les inte- 
grates pour lesquelles le nombre n des facleurs est le mme, les 
exposants constants a/ pouvant d'ailleurs changer quand on passe 
d'une des integrales a une autre de la meme classe. Comme il cst 
permis de donner a ces exposants des valeurs negatives, la i^e- 
cherche ainsi entendue comprendra les integrales fractionnaires 
aussibien que les integrales entieres; et ? de plus, si les integrales 
sont entieres, leur degre" pourra prendre des valeurs quelconques 
sans que le nombre de leurs facteurs lineaires distincts soit chango. 

611. Nouscommencerons en indiquant une forme remarquable 
que Ton peut donner aux integrales cherch^es. Nous avons vu 
(n 590) qu'elles doivent verifier identiquement 1'equalion 

(a) (l l ) = o. 

Or si Ton pose, pour abr^ger, 



on a 

(3) 



et un calcul facile permet de mettre Tequalion de condition sous 
la forme 



Tons les termes du second membre contierment en Evidence le 
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facteur ^^ ; , excepte le suivant 



qui parait contenir le facteur zi seulement a la puissance a z - i . 11 
faudra done, pour que liquation soit verifiee, qtie 1'expression 
(A, Zi), qui est du second degre par rapport a/? et a q, soit divi- 
sible par le facteur zi et, par suite, que Ton ait 



lorsque p et q satisferont a 1'equation 



Cette condition s'interprete aisement : elle indique que 1'ou 
pent irouver une fonction 9/, solution commune des deux equations 

(90 ^0 

AO = consu, -~=zai~r-' 
du dv 

En mulliplianl cette fonction par un facteur constant conve- 
nable, on petit to uj ours supposer qu'elle est solution de 1'une des 

equations 

AO = 1 ou AO = o, 

et, si Ton dcsigne ses derivees par pi et q^ on aura 

Pi 

at = l - 

gs 

Rempla^ant ai par cette valeur dans rexpression de cp, on re- 
connait qu'ou pent donner aux integrates cherchees la forme sui- 
vante 



(5) = f(u, P) ipgt- ?/>/)*, 

r=i 

ou. pi, qt d^signent les d^riv^es d'tme fonction 9/, solution particu- 
Here de 1'une des equations 

(6) AC/ = i ou AO/ = o. 

Gette expression, que nous adopterons dans la suite, simplifie 
beaucoup les calculs. II r^sulte de la formule (4) que, dans tons 
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les cas, 1'equation de condition 

(7) (A, ? ) = o 

se ramene alors a une equation homogene el du premier degre par 
rapport a/? et a q. En egalant a zero les coefficients de p et de y, 
on aura done settlement deux equations de condition. Si Ton 
ajoute a ces deux equations les n relations (6), on aura exprime 
loutes les conditions du probleme et ecrit toutes les conditions 
qui doivent etre verifiees par les fonctions/, 8 Z - et les coefficients 
E, F, G de Felement lineaire. 

612. Pour developper les calcols, supposons que Ton ait choisi 
des coordonnees symetriques. L'element lineaire aura pour ex- 
pression 

($) ds* = $\ dx dy; 

1'equation a integrer deviendra 

(9) pg = l, 

et ff prendra la forme suivante 

do) o =/(^ 3 y)p*g$(p<ii 

Les equations (6) deviendront ici 



L'equation (7) deviendra, de m^me, 

i r ^jgg/ ^ y mt ^ - w] + L r^jgg/ + y mt 

PL dx A* pqt qpi\ qL <>y +* 



. 

dx Lq ipqi qpi Oy 



Eflectuons les reductions en tenant compte des equations (11) 
et de leurs derivees; nous trouverons 



En dgalant jt z^ro les coefficients de p et de </, on est conduit 
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aux deux equations 

d log/ 6/IogA 

dx dx 

d log/ p d log A 

dy " Jj/ "^ 

que 1'on pent integrer immediatement et remplaccr par les sui- 
vantes 



ou X et Y designent des fonctions arbitraires dependant respecti- 
vement de x et de y ; et il ne reste plus qu'a trouver les solutions 
les plus ge'n^rales du systeme des equations (11) et (12). On a 
ainsi k -1-2 Equations contenant k-\- % fonctions inconnues : f,\ el 
les k fonctions 9 % 
Posons 

( s = mi -H . . . 4- mjc -4- a p, 
( ^' = /H! 4- . . . H- m/ t . -h ^ a. 

Nous allons montrer que 1'on peut, en choisissanL convenable- 
ment les coordonnees symetriques, reduire a Punite la fonction X 
si la somme s n'est pas nulle, et la fonction Y s'il en est de memo 
de la somme s f . 

Supposons, en effet, que 1'on change la coordonnee x et qu'on 
la remplace par une fonction de x 



II faudra remplacer \ par \^'(x}^ p par p^'(x), pi par pttf(x}, 
et, par suite, /par /[ / (^)]~ <y ~"^ ? afin que Fexpression de cp d^finie 
par la formule (10) ne soit pas change* e. La premiere des Equa- 
tions (12) ne sera pas alt^rde, mais la seconde sera remplace'e 
par une Equation toute semblable ou figurerait dans le second 
membre, & la place deX, la nouvelle fonction 



Toutes les fois que s ne sera pas mil, il est clair que 1'on pourru 
caoisir pour x { une fonction de x lelle que la nouvelle valeur X ( 
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de X se reduise a 1'unite. On demontrera de mme que, si s f n'est 
pas mil, on peutreduire Y a Funite. 

Si la somme $ est nulle, la fonction X demeure toujours la 
meme; mais le changement de variable permet, si elle n 7 est pas 
constante, de la rduire a telle forme que Pon voudra, par exemple 

a x ou a Nous aurons a faire usage de cette remarque an nu~ 

mro suivant. 

Nous ne poursuivrons pas davantage 1'etude de la methode 
gen^rale, et nous nous attacherons de preference aux exemples 
particuliers suivants, dans lesquels on peut achever les inte- 
grations. 

613. Supposons d'abord que 1'on prennc 

(16) k = a, a = 3 = o. nil m* f . 

On aura 



L'integrale y est fractionnaire et lineaire. C'est le cas considere 
pur M. O. Bonnet. Les equations (12) deviennent alors 



Elles donnent, par suite, 



Si les fonctions X et Y se rdduisent I'une et I'autre a des con- 
stantes, on reconnattra ais6ment que la surface est developpable. 
^cartons ce cas exceptionnel; il n'j aura a examiner que les deux 
hypotheses suivantes : 

i Une seule des fonctions, X par exemple, se re*duit a une 
constante, I'autre dependant reellement der. Ce fait exceptionnel 
ne peut se presenter que pour des surfaces imaginaires. Un calcul 
que nous omettons conduit aux surfaces, ddj consid^r^es an 
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n 594, dont ['element lineaire est reducible a la forme 

ds* = 4(.rY'-f- \ r i)cto dy. 

L'integrale lineaire etfraclionnaire correspondante acetteforme 
n'est autre que Pintegrale (22) da n 594 dontle premier membre 

serai t divise par -- On trouve ainsi 

A 

* 

'o'-X^ aY 

w A ~^ J5 I 

on, plus generalement, 

X p 2 Y q + m r q 
4 ~~ ^J ^ ^ ~ <r ~ ni( 2 

m, m f designant des constantes quelconques. 

2 Si X et Y sont de v^ritables fonctions, et non plus des con- 
stantes, on pourra toujours, en choisissant convenablement les 
coordonndes syme"triqueSj les r^duire au^: formes suivantes 

(20) X=i, Y=l. 
On aura alors 

(21) ft = l 

L'^limination de 9 2 nous conduira a 1'equation 



dont le developpement donne 



Nous retrouvons Pequation E(- 7 -i) dont nous avons 

1 \2 2/ t 

donne 1'int^grale au Chapitre III du Livre IV [II, p. 69]. 

Si Ton substitue les valeufs de /, p, 2 et q 2 dans 1'int^grale (17), 



elle devient 

? = 
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Si Ton lire p et q des equations 



P C 1 = ^=; 

oil G design e une cons tan te, on aura 



Si done on pose 







-f(r\ 







^-c' 



['equation des geodesiques sera 

* _ r 
55 ~ ' 

Tout se ramene, on le voit, a 1'integration de Tequation (22). 

614. L'integrale generale de cette equation est de forme tres 
compliquee; mais nous avons indique les moyens d'obtenir nn 
nombre illimite d'integrales particulieres tr^s simples. 

Par exemple, les integrales homogenes de tous les degres, 
definies au n 347 [II, p. 57], peuvent tre utilisees et conduisent 
a des elements lineaires pour lesquels \ est tine fonction homogene 
de x et de y. Ces integrales homog&nes ofirent de Finteret parce 
qu'on peutalors determiner non seulementl'el&ment lin^aire, mais 
aussi certaines surfaces qui admettent cet element lineaire. 

Cela r^sulte du th6or^me suivant : 

Toutes les fois que, dans V element lineaire defini par la 
for mule 



E, F, G sent des fonctions homogenes du m&me degre m, cet 
Element lin&aire convient a une infinite de surfaces que Von 
pourra determiner par des quadratures. Ce sont des surfaces 
spirales [I, p. 107] si m est different de 2 ? et des helico'ides 
ou des surfaces de resolution si m = 2, 

Si Ton fait, en effet, la substitution 
(23) = ", 2=', 
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Telement lineaire prend la forme 

(24) ds* = e (m +V[A. du'*--+- sB du' dv'- 

oil A, B, G sont des fonctions de u r , et qui conduira aisemeiH an 
theoreme precedent si on la rapproche des resultats donnes an 
Livre I, Chapitre IX [I, p. 109]. 

61o. Envisageons maintenant le cas plus general caracterise 
par les hypotheses suivantes 

(2'5) a = P = m$ = 7H' t r= . . '. = O, 

mi et 7tt 2 etant quelconques. Ea elevant 1'int^grale a une puissance 
convenable, on ramenera m { a I'imit6. Nous poserons, pour la 
commodity des calculs, 

niz = im i. 

Les sommes s et^', definies par les formules (i3), ne seront pas 
nulles ici et Ton pourra, par suite, rdduire X et Y a 1'unit^. Les 
deux equations (12) nous donneront alors 

(26) fpipl m -i = i, faq\ m - l = i- 
On tire cle la en multipliant 

/*X*'= i 
et, par suite, 

p i = \>pl-* m , qi = Kn^-ini^ 

on, en remplacant ), par sa valeur/po^o? 

(27) Pi = p\- m q', q\^p?q\" ln \ 
et il suffira d'^crire que Texpression 



est une diff^rentielle ex:acte pour obtenir liquation aux derivces 
partielles 



(28) 



a laquelle devra satisfaire 9 8 . Une transformation bien connue de 
Legendre ramenerait cette Equation a la forme lineaire; mais nous 
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allQns revenir plus loin, par tine aulre melhode, sur le cas des 
deux facteurs distincts. Remarquons seulemenl que, pour m = i , 

on trouve 1'equation 

/ 2 = r-2 , 

qui correspond aux integrates du second degre. 

616. Voici encore une autre hypothese dans laquelle on peut 
obtenir la determination effective de la valeur de A. Supposons 
que le nombre k des fonctions 9/ se reduise a P unite, mais que les 
exposants a et [3 ne soient pas mils. On pourra, en ^levant o a une 
puissance convenable et en la multipliant par une puissance de 



- 

A 



, ramener les valeurs de a, 3, m { a satisfaire aux conditions 



On aura ici 

s = 2 a -4- i , $' = i 2 a, 

el, par consequent, si la valeur absolue de a n'est pas egale a- ('), 

on pourra rem placer par Tunite les deux fonctions X, Y qui figu- 
rent dans les deux equations (12). On aura ainsi 

ce qui donne 

f9 _ l 

et, par suite, 

x -- ^yj--*-* 

En exprimant que pi et q ( sont les derivees d'une mme fonc- 
tion, on obtient pour \ 1'equation lindaire 

/ S >^^X 



L'hypoth^se a = - ne pourrait conduire qu'^ des surfaces imagmaires 
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dont Pintegrale generate est clonnee par la formule 

(33) (IH- 2a)X a ^4-(i aa)X- a a?:==<p(X). 

Telle est la relation qui fera connaitre X LT element lineaire 
correspondant pourra convenir a des surfaces reelles si a estpure- 
ment imaginaire et si <p(X) designe une fonction reelle. 

617. Nous allons maintenant revenir aux integrates a deux fac- 
leurs distincts pour les traiter par une methode plus simple. 
Soil 



(34) <p =/(M, 

une telle integrate, ecrite avec des variables tout a fait quel- 
conques. Si Ton rapporte la surface aux deux families de courbes 

coordonnees 

Oj = const., Oa= const., 

1'int^grale consideree se ramenera a la forme simple 

n m 

(35) o = A4-, 

oil h designe une fonctioii inconnue de u et de p. D'ailleurs les 
deux families coordonnees elant form^es de courbes paralleles, 
Felement lineaire de la surface aura pour expression (n 527) 

/ v , du- 4- dv~ -I- 2 cos a du dv 

(36) a.9 2 = - : - . 
v * sm^a 

On aura ici 



AO = /? 2 -4- q% 2pq cos a. 
Posons 

/ o o \ *\ 

(38) cosa = A, 

et ecrivons liquation de condition 

nous serons conduits aux deux relations 

dh d\ dh __ 

dv dv du "" ' 

dh , d\ dh 

{ _ ftify =0, 

du du dv 
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qui determineront a la fois A et h. Comme la premiere s'ecrit 



d ., , . dh 
~- ( A h ) 3-, 
v 



on y salisfera en prenant 



cr designant une fonction auxiliaire. 
On a done 



et, en portant ces valeurs de h et de \ dans la seconde equation, 
on trouye 



.. . . . 

(40 T" 1 i~r +" m T^ ) i- (n~ m) - r- = o. 

v ' dv \dv* du*/ du^ ' dudv 

EffecLuons la substitution de Legendre et posons 

d$ d? du d? 

2?=, y = ~~, z u- -- h^-T -- <?; 

du J $9 du dv 

z, consider6e comme fonction de x et de y^ sera ddfinie par 1'e- 
quation 



qui est lin^aire et beaucoup plus simple de toute maniere que 
celle du n 615. 

On aper^oit imm^diatement une infinite de solutions homogfenes 
de cette Equation 



et, d'une mani&re tout a fait generale, 

^TT/iZJf ~P t-f-(i-f-m)(r p.) j 2 \ 

2?{A JH / 9 , 3 1, 



F designant la s^rie hyperg6omtrique de Gauss ou toute autre 
solution de 1'^quation du second ordre a laquelle satisfait cette 
se"rie. II sera done aise", si Ton suit les regies employees en Physique 
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mathematique, de former des series ou des integrates definies sa- 
lisfaisant aPequation et contenant des constantes ou des fonctions 
arbitraires. 

618. On pourrait aussi essayer d'appliquer a 1'equation (4^) les 
methodes exposees dans le Livre IV; mais, pour cela, il faudrait 
commencer par la ramener a la forme normale en integrant li- 
quation differentielle des caracterisiriques. Cette integration est 
possible, mais elle parait conduire a un resultat complique. 

Si Ton pose 

(43) x' o7/m-4-j, /=^/m-~7, 

I 'equation prend tine forme un pen plus simple. 
Elle devient 

[(3m + r)#'-H (i m)/]r r [( 3?n -+ \}y' + (i m}x']t' = o. 

Dans le cas ou Ton a 

i 

/?t= -3' 
die se reduit a la suivante 



Les equations des caracteristiques sont alors 

i i 
y z ^h x * = const. 

Posons 

1 i i. 



IMquation prendra la forme nouvelle 



ou m et n sont des fonctions a determiner. On obtient leurs va- 
leurs rapidement en emplojant Tartifice suivant. L'eqnation (44) 
admet ^videmment les deux solutions 



Exprimant que ces solutions appartiennent a la nouvelle equa- 
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lion, on trouve les deux relations 



d^ou Ton deduit 

et Fequation devient 



i i 

m n = = ? 

6 a8 



i dz 



C'est F equation Ef -? gj , qui rentre dans celles que nous avons 

etudie'es et integrees [II, p. 54]. 
L'integrale correspondante 



4 



peut, par nne elevation a la puissance 3, etre remplacee par 
une autre 

(46) 4/ = A-3/?gr3, 

qui sera entidre et du quatrieme degre, mais aura un facteur 
triple. Ainsi nous savons determiner completement la forme de 
P6l6ment lineaire qui correspond a* ce cas special de Tintegrale 
homogene du quatrieme degre*. 

619. Les recherches pr^cedentes admettent pour point de 
depart la classification des integrates que nous avons donnee au 
n 610, d'apres Bour, MM. O. Bonnet et Maurice Levy. Mais, au 
lieu de s6parer les integrales d'apres leur degre* ou le nombre de 
leurs facteurs distincts, on peut se demander s'il en existe d'une 
forme determin^e, s'il y en a, par exemple, qui ne contiennent pas 
quelques-unes des variables &, (;, /?, q. En nous plagant a ce point 
de vue, nous avons dt6 conduit aux deux resultats suivants, qui 
nous paraissent nouveaux et que nous allons presenter d'une ma- 
niere synthetique. 

Si Ton pose, pour abreger, 

_ G . F _ E 

(47) e - EG F*' J "~ EG F' g ~~ EG - F* ' 
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['equation qu'il s'agit d'integrer sera 

(48) AO = ep* + *fpq 4- gq* = J - 

Supposons que e 7 f, g aient les valeurs suivanles 

!e = au -H bv H- c, 
/= a'z* -H&'PH-C', 
# = a" u -\- b" v -+ c' f , 

qui sont lineaires par rapport a u et a 9] on reconnailra aisement 
qu'il existe une integrate cp ne dependant que de p et de q. 

En effet, si Ton suppose <p independante de u et de v, Tequation 

cle condition 

(A, <?) = o 
nous donne simplement 



-- --- ^. -r-b" q'-) = o. 

Les coefficients ne contenant ni u ni c>, il existe bien une fonc- 
lion o qui satisfait acette Equation aux ddrivees partielles. Pour la 
determiner, il faudra int^grer 1'equation homogene 

dp(bp*-+- -ib'pq -+- b" q~) dq(ap^-\-^a'pq -+ a q-) = o. 
Par exemple, on pourra prendre 

_ r(t>P*^-*b'P<7 +-b*q*){tp (ap*-+-<>.a'pq -+- a" q' 1 } dq 
(jo) (p J p^bpi+.ib'pq^. b"q*~) q(ap*-{-*a'pq +- a" q*) 



Des formules (47) on dedait facilement Felernent lin^aire de la 
surface. On a, en effet, 



et Ton d6duira de la 



620. Nous laisserons au lecteur le soin de faire la discussion de 
tons les cas particuliers qui peuvent se presenter ici et qui sont 
assez nombreux. Nous indiquerons seulement les suivants. 

Prenons d'abord 

e = c. /=o, & = u. 
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L'element lineaire sera donne par la formule 

du- dv' 2 

(54) *'= + ir 

L'integrale o, qui se reduira ici a - log(/> 3 ^ 3 ), nous donnera 
T equation 

(55) ptqZG, 

qu'il faudra joindre a la suivante 

(56) r/? a -+-u2 2 =i, 

pour determiner p et q. Ce cas special a etc deja signale par 
Laguerre ( '). 

L'element lineaire etant homogene, on pourra determiner effec- 
tivement des surfaces spirales qui admettentcet element (n614). 
II en est de m^me, dans le cas general, toutes les fois que les fonc- 
tions e, /, g ne sont pas liaeairement independantes. Alors une 
substitution de la forme 

U\U,-*r'Z., V | V -f- p 

perniettra de rendre homogene Telement lineaire de la surface. 
Nous signalerons encore le cas particulier suivant 



e = u, 
On aura ici 1'integrale 

(58) 



en sorte que p et q seront determines par cette equation jointe a 
la suivante 



Mais on pent trouver une seconde int6grale en remarquant que, 
si Ton fait la substitution 

(GO) 0*='2P', 



( ! ) LAGTJKRRE, Sur un genre particulier de surfaces dont on peut deter- 
miner les lignes ge'odesiques (Bulletin de la Societe mathe'matique, 1. 1, p. 81; 
1878). 

D. HI. 6 
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Tequation precedente devient 

(Gi) up~-- kmv'pq'-i-'2.v r q'' 2 = i, 

et appartient encore a la forme que nous etudions. 11 y a done une 
nouvelle integrate de la forme 



En la recherchant et en la eombinant avec 1'integrale (58), on 
oblienl le resultat suivant : 

^ n^ _, 

(6a) P? -+ -. - = C'. 

^ } 1 4 in i p 

L'elimination de p et de q entre les trois equations (58), (09) 
et (62) donnera en termes finis Fequation generale des lig'nes 
geod6siqaes. 

L'element lineaire de la surface correspondante a pour expres- 
sion 

. . 7 . du.~ ^/??P du civ -f- u dv- 

(63) ds*s= - r~ t -- 

v ; ~ '~ 



Si Ton introduit la variable r', il prendra la forme homogvne 

v'(du*~ 2/?i du dv')-+-~ dv'* 

(64) ^ 2 = - 1 - T~T ** 
v v (u 2 m- 9 ) 

On pourra done encore oblenir des surfaces spirales admcttanl 
cet element lineaire. 

621. Gonsiderons maintenant les surfaces dont 1'element li- 
neaire est r^ductible a la forme generale 

(65) <fo* 



OLI V, V| de"signent des fonctions quelconques de p. L'equalion a 
int^grer devient ici 



Cherchons si I'on ne pourrait pas y satisfaire en prenanl pour 9 
une fonction lineaire par rapport a u 
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P et Q etant des fonctions de r. On trouvera ainsi la condition 



qui nous conduit aux deux equations 

(67) Q'^P'Vj, pa-i-p'2-V. 

II faudra done d'abord integrer 1'equation differentielle 

<-(/= v, 

puis Q se determinera par une quadrature 



I/integration de 1'equation diflerentielle introduira la constanle 
arbitraire dont la presence estnecessaire pour assurer la generalite 
n^cessaire a la solution 9. 

Ici, on le voit, le succes est moins grand que dansles exemples 
precedents. On n'a pas la solution complete du probleme; mais 
on a fait un pas vers cette solution et Ton pent dire que Ton a 
ramene Fintegration de Fequation differ en tielle du second ordre 
des lignes geod^siques a celle de 1'equation (68), qui est seule- 
ment du premier ordre. 

Dans le Memoire que nous avons cite plusieurs fois, M. Lie avail 
d6ja signal^ une proposition du mme genre relative a la determi- 
nation des lignes geod^siques des surfaces spirales. Ce premier 
re'sultat se trouve compris comme cas particulier dans celui que 
nous venons d'6tablir. Onreconnait, en effet, tres simplement que 
Felement Iin6aire (65) se reduit & celui des surfaces spirales les 
plus gnrales quand on y fait 

V, = o. 
On a alors 

( 70 ) ds* - V ( du* -\- u* dv*), 

et, si Fon efFectue la transformation de"finie par les formules 

(71) u *=*', \/Vdvz=du r , 
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on est conduit a la forme 

(72) ds= e**[du'*->r cpO')<^'" 2 ]> 

qui convient, nous Favons deja remarque (n 90), a une infinite 
de surfaces spirales. 

Dans ce qui precede, nous avons dja appris a determiner com- 
pletementles lignes geodesiques d'un nombre illimite de surfaces 
spirales. De la resulte, on le reconnaitra sans peine, qu'on pourra 
integrer Fequation diff^rentielle (68) dans un nombre illimite de 
cas et, par suite, determiner, pour une infinite de formes de la 
fonction V, et quelle que soit la fonction V*, les lignes geode- 
siques des surfaces correspondantes (*). 

LMlteient lin^aire defini par la formule (65) pent Stre trans- 
form^ de la mani&re survante. Nous avons ddja montr^ [n 70] que, 
si Ton pose 



(73) <&' = du*-- (M -4- Vi )<&>*, 

ds f sera FeUment lin^aire d'un plan rapporte a des lignes droites 
((;= const.) et a leurs trajectoires orthogonales (u = const.). 
Soient x et y les coordonnees rectangulaires d'un point de ce 
plan, qui seront des fonclions de u et de P. On aura 



et, par suite, on pourra ramener ds~ a la forme suivante 

(74) ds* 



( l ) Une surface spirale peut ^tre soumise, nous Taverns vu ? a une deformation 
homothUque continue, dans laquelle la surface ne cesse pas de coi'ncider avec 
elle-meme. Dans cette deformation progressive, une ligne g6od^sique vient occuper 
une s^rie continue de positions dont 1'ensemble constituera une famillc. Les 
trajectoires orthogonales de cette famille de geodesiques se determineront tou- 
jours (n 08 523 et 533) par une simple quadrature qui fera connaltre une solution 
de 1'equation 

A6 = i; 

cette solution particuliere est precisement celle que nous obtiendrons ici par 
Fintegration de liquation (68). Toutes les fois que Ton saura determiner par 
une methode quelconque les geodesiques de la surface spirale, on pourra done 
aussi obtenir par une quadrature 1'integrale generale de 1'equation correspon- 
dante (68). 
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V est une quantite qui doit demeurer constante avec v, c'est-a-dire 
sur les droites d'une famille donnee; elle sera ne"cessairement de- 
terminee par une equation de la forme 



(75) r 

Telle est Fexpression nouvelle que Ton pent donner a Telement 
lineaire (65). 

Si Ton applique maintenant le principe de la moindre action 
[II, p. 45o], on reconnattra que la determination des lignes g^ode- 
siques equivaut a la solution d'un probleme de Mecanique dans 
lequella fonction des forces serait V et Fequation des forces vives 



De la resulte le theoreme suivant : 

La solution de tout probleme de Mecanique dans le plan 
pour lequel il existe une fonction des forces, les lignes equi- 
potentielles etant des droites d'ailleurs quelconques, se ramejie 
a U integration d'une equation differ entielle du premier ordre 
et du second degre de la forme (68). 
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CHAPITRE V. 

LE PLUS COURT CHEMIN ENTIIE DEUX POINTS D^UNE SURFACE. 

Gomparaison d'un segment de geodesique a Lous Jes cliemins iniiuiment voisins 
reunissant ses extre'mites. Considerations geome'triques; enveloppe de toutes 
les g6odesiques passant par un [point. Enonce d'une propriety generale qui 
s'applique a un grand nombre de problemes de maximum. Meihode analy- 
tique de M. 0. Bonnet. Determination des geodesiques infiniment voisines 
d'une ge"ode"sique donne'e. Deux the'oremes de Sturm sur les equations diffe'- 
rentielles line'aires. Application aux lignes geodesiques. Formule qui 
donne la variation de longueur d'un arc de coux'be quelconque. Conditions 
auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points d'une surface 
limite"e d'une maniere quelconque. Extension que 1'on peut donner au pro- 
bleme du plus court chemin. Introduction de la notion de la longueur re- 
duite d'un segment de geodesique due & M. Cliristoffel. 



622. Nous avons vu que, si Ton prend deux points suffisamment 
rapproches A. et B sur une geodesique, cette ligne sera le plus 
court chemin entre les deux points. Mais la demonstration que 
nous avons donn6e cesse, en general, d'etre applicable quand les 
deux points s'eloignenl Fun de 1'aulre. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de la sphere. Dans ce 
cas, la ge'ode'sique sera un grand cercle; si Fare AB, d'abord plus 
petit qu'une demi-circonf^rence, augmente et finit par d^passer 
cette limite, il cessera d'etre la ligne la plus courte entre A et B. 

Nous allons conside*rer une surface quelconque, et nous nous 
proposerons le probleme suivant : Etant donnes deux points A 
et B sur la surface, determiner le plus court chemin entre ces 
deux points. II est impossible de resoudre ce probleme d'une ma- 
niere generale; mais nous allons faire connaitre differentes propo- 
sitions qui permettr"ont de Faborder dans chaque cas particulier. 

Construisons toutes les geodesiques passant en un point A de 
la surface et soil (g) 1'une d'elles (fig. 3g). Supposons que la 
g^od^sique infiniment voisine (g'} aille rencontrer (g) en un ou 
plusieurs points et designons par B 7 celui de ces points qui est le 
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plus rapproche de A. Je vais montrer que, si Ton prend un point 
B sur la ligne (g). Tare AB sera plus petit que tout autre chemin 
infininiejit voisin reunissant les mernes points, tant que le point 
B sera situe entre A et B'. 

Fig. 89. 



En effet, supposons que le point B soit entre A et B'. Menons 
par le point A deux geodesiques AC, AC' qui iront rencontrer AB 
pour la premiere fois en des points voisins de B' et considerons la 
region de la surface limitee par la courbe CDED ; C ; C formee du 
trait C 7 C re"unissant les deux geodesiques et voisin de B, des deux 
portions CD, C'D' de geodesiques et de la courbe DED' entourant 
le point A. II est clair que la region ainsi definie jouit de la propriete 

Fig. 4o. 




que, par un quelconque de ses points et par le point A, il passe 
une seule geodesique situee tout entiere dans la region. Alors les 
points de la region pourront ^tre rapport^s au sjsteme de coor- 
donn^es curvilignes form6 des geodesiques passant en A et de leurs 
irajectoires orthogonales; la demonstration du n S21 s'appliquera 
sans modification, Tare AB sera plus court que tout autre chemin 
trac< sur la region et, par consequent, que tons les chemins infmi- 
ment voisins. 

Nous allons voir que cette propriety ne subsisle plus quancl le 
point B est au clela de B'. Pour cela nous emploierons la notion 
suivante, qui est due a Jacobi ( ' ). 



(') Voir, pai" exemple^ JACOBI, Vorlesungen iiber Dynamik. Sixi^me Le^on. 
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Ptiisque nous supposons que la ligne geodesique (g) esl ren- 
conlree par les geodesiques infimment voisines partant de A, nous 
pouvons admettre que cette propriSte appartient a une infinite de 
geodesiques passant en A, que ces geodesiques ont une enveloppe. 
Soil PQ cette enveloppe (fig. 40 el soient AB', AB', deux lignes 




geodesiques la touchant en deux points B', B' r La ligne PQ pou- 
vant tre regardee comme la developp^e du point A, on aura, 
quelle que soitla grandeur de Tare B'B',, 

areAB' = arcAB^ H- arcB' x B'. 

Gela resulte immediatement de la formule relative a la difF<6ren- 
tielle d'un segment de geodesique, donnde au n 325 [II, p. 4*7]- 

D'autre part, 1'enveloppe PQ ne sera jamais une ligne ge"ode- 
siqae. En efFet, en chacun de ses points, elle est tangente a une 
des lignes geodesiques partant de A, et Ton sait qu'il y a une seule 
ligne geodesique passant par un point et y admettant une tangente 
determin^e. Done la ligne PQ ne saurait etre geodesique. 

D'apres cela, si Ton considere le cliemin forme par AB^ et par 
Tare B'jB 7 , chemin qui est e"gal a Fare AB ; , il sera possible de 
substituer a la seconde partie B^ E f de ce cliemin une route plus 
courte. Remarquons d'ailleurs que, si B^ est infmiment voisin de 
B' ? le nouveau chemin sera infiniment voisin de AB'; done Fare 
AB' peut ^tre remplac^ par un chemin infiniment voisin et plus 
court. 

II en sera de meme, a fortiori, si le point B est an dela de B'; 
car il suffira, pour obtenir un chemin plus court que Tare AB, de 
prendre Fun des chemins plus courts que AB' qui aboutissent en 
B' et ensuite de parcourir Fare B'B. 

623. La demonstration prece*dente repose sur des considerations 
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de continuite et sur Fhypothese de F existence d'une enveloppe. 
Nous aliens en donner une autre plus analytique. Mais auparavant 
nous appellerons Fattention sur un fait qu'elle met en evidence, 
etqiii est un cas particulier d'une loi qui parail s'appliquer a tons 
les problemes de maximum ou de minimum. 

Reprenons Fare AB' egal au chemin AB', B' et supposons qu'en 
substituant a Fare B'B'< de Fenveloppe la route la plus directe 
entre ces deux points, on raccourcisse la route d'une longueur h. 
On pourra done aller de A en B' par un chemin egal a AB' A, 
h etant une quantite finie. Prenons en avant de B' un point [3. On 
pourra y parvenir, soit par Fare A [3 

A|3 = AB' B f j3, 

soit par le chemin AB' h qui passe en B' anquelon fera succeder 

le chemin B' J3 

AD' A-i-B'p. 

Or ce second chemin sera plus court que le premier Aj3 tant 
que B ; [3 sera inferieur a la quantite finie - Done la ligne geode- 

sique cessera d'etre le minimum absolu avaiit de cesser d'etre 
minimum relativement aux chemins qui s'en ecartent infini- 
ment pen. 

En resume", ily aura autour du point A deux courbes distinctes : 
Fune sera le lieu du premier point ou chaque ligne ge"odsique est 
rencontre"e par une autre g^odesique de longueur 6gale; Fautre 
sera Fenveloppe des lignes geod^siques. Si le point B se deplace 
sur une des g^odesiques AX (fig. 4 2 )? ^ e chemin AB demeurera 

Fig. 42. 




le minimum absolu tant que le point B n'aura pas atteint le point 
C de la premiere courbe pour lequel la g^odesique devient egale a 
une autre g^od6sique termin^e aux memes points. Cela est evi- 
dent, car le chemin AB, qui est le plus court lorsque le point B 
est tres voisin de A, ne peut perdre cette propriete qu'au moment 
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ou il devient egal a un autre chemin. La ligne AB cessera d'etre 
minimum absolu des que le point B depassera le point C (*), 
mais demeurera minimum par rapport aux chemins infiniment 
voisins, tant que B n'aura pas atteint le point ou 1'enveloppe des 
geodesiques est totichee pour la premiere fois par AX. 

Dans certaines surfaces exceptionnelles, les deux courbes pre- 
cedentes pourront se confonclre et la loi que nous signalons dis- 
paraitra. C'est ce qui a lieu, par exeniple, dans lecas de la sphere 
ou pour I'ensemble des meridians d'une surface de revolution. 

La loi generale que nous venons de signaler se retrouve dans 
1'etude de lous'les problemes de maximum ou de minimum. Con- 
sidcrons, par exetnple, une courbe plane Pl v (fig- 4^)i et suppo- 

Fig. ',3. 




qu'ilsons s'agisse de Lrouver le plus court chemin d'un point M 
pris dans le plan de cette courbe a la courbe elle-meme. Ce chemin 
ne pent ^tre, comme on sail, qu'une des normales menees de M 
a la conrbe. 

Considerons Tune d'elles, normale en P 7 et soit C le centre de 
courbure relalif au point P. Le Calcul infinitesimal nous apprend 
que, tant que M sera du meme c6t6 que le point P par rapport a 
C, la normale MP sera plus courte que tous les chemins infiniment 
voisins. Mais supposons que M vienne en G et soit C'P' une aulre 



( l ] En efitet, soil D r une position de B un pcu au dch\ de C. Le chemin AD' 
est egal au chemin AMDCD', et il est Evident que Ton raccourcira cc dernier 
chemin si, arrive* en un point D trs voisin de C, on sc dirige directemcnt vers 
le point D' par Tare DO'. II est done impossible que AD' soit le plus court 
cbcmin entre A ct D r . 
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normale a lacourbe. D'apres les proprietes dela developpee, nous 

aurons 

CP = C'P'-*-arcCC' 
et, par suite, 

CP>C'P r -T-cordeCC'. 

On demontrera par suite, comme on Fa fait plus haul, que la 
normale MP cessera d'etre le plus court chemin d'une maniere 
absolue avant que le point M soit venu se confondre avec le 
point C. 

Comment ceia peut-il s'expliquer? Quand le point M s'est 
deplace de P vers C, il y a eu nn instant ou une autre normale 
menee a la courbe a eu la meme longueur que MP. Ensuite, cette 
seconde normale devient la plus courte; mais MP, qui a perdu la 
propriete d'etre le minimum absolu, demeure encore plus courte 
que tous les chemins infiniment voisins jusqu'au moment ou le 
point M vient coiocider avec le centre de courbure. Une discussion 
complete du probleme doit done faire intervenir, en m^me temps 
que I'enveloppe des normales ? le lieu des points d'ou Ton peut 
mener a la courbe deux normales egales. C'est ce que montre 
clairement Texemple de Tellipse (fig. 44)- Ici le lieu des points 




d'ou Ton peut mener deux normales egales se compose des deux 
axes, et toute normale PH rencontre le grand axe en H avant de 
devenir tangente a la d^veloppee en C. Quand le point M sera du 
me*me c6te que P par rapport a H, il y aura minimum absolu; de 
H a C ? le minimum n'auraplus lieu querelativement aux cbemins 
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infiniment voisins. Au dela de G, la norinale ne sera plus d'aucune 
maniere un chemin minimum. 

On serait conduit a une discussion analogue si Ton demandail 
le chemin rectiligne le plus long que Ton puisse mener d'un point 
a 1'ellipse. 

624. On pent etudier la question que nous venons de resoudre 
ensuivantune methode toute differente qui conduit ades proposi- 
tions elegantes et qui a ete employee en premier lieu par M. Ossian 
Bonnet (<). 

SoitMQM'une ligne geodesique (fig. 45). Pour determiner les 

Fig. 45- 




points P de la surface qui sont dans le voisinage de cette ligne, 
nous emploierons le systeme de coordonnees forme par les lignes 
ge'odesiques normales a MM 7 et par leurs trajectoires orthogonales. 
Alors, si u designe la longueur de la normale geodesique abaisse'e 
de P sur MM' et si 9 designe la longueur de Fare MQ, Felement 
lineaire de la surface sera donne' par la formula 



C estune fonction de u et de 9 qui doit se reduire a i pour U=:Q. 
De plus, si 1'on exprime que la ligne M.W est geode'sique, on 
aura 



~ 



== o pour u = o. 



Remarquons d'ailleurs qu'en vertu de la formule de Gauss on a, 
pour toutes les valeurs de u et de v, 

d*C G 



( l ) 0. BONNET, Sur quelques proprietes des lignes geodesiques (Comptes 
rendus, t. XL, p. iSn;i85o). Note sur les lignes geodesiques (M6me Hecucil, 
t. XLI ? p. 32; i85i). 
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Cette formule nous permet de developper G suivant les puis- 
sances de u ; et, en tenant compte des resultats que nous venons 
d'indiquer, on obtient le developpement suivant 

m G-I- "* - u * d ( * } 

() RR"' TC^VRRV' 

ou nous negligeons seulement les termes du quatrieme ordre par 
rapport a u. Les valeurs des coefficients =rrr-. et T-(TTTW) sont 

1 l Kn ou, \ ixii / 

prises pour u = o. 

Cela pose, menons par les points M, M' une ligne MPM7 s'ecar- 
tant infiniment peu de la ligne g^odesique et pour tous les points 
de laqueUe u sera une fonction infiniment petite de v. L'arc de 
cette ligne aura pour expression 



a f designant la derivee de u et les termes negliges contenant tous 
w* en facteur. Si nous supposons que la derivee u f ne devienne 
jamais infinie et soit, par consequent, de 1'ordre de u ('), nou- 



(*) Nous Introduisons ici, on le remarquera, une hypoth.se restrictive que 
nous pouvions laisser de cdte dans notre premiere methode : par sa definition 
m^me, la fonction u est infiniment petite pour tous les chemins infiniment voi- 
sins dela ligne ge"odesique; mais, pour assurer la convergence de notre de>elop- 
pement en s&rie, nous sommes oblige's maintenant d'ajouter la condition que la 
de"rive"e u' soit infiniment petite comme u et ne devienne jamais infinie. Or c'est 
ce qui n'aura pas lieu si Ton prend des valeurs de u telles que les suivantes : 



ou a est une constante infiniment petite et <?(v ) une fonction finie pour 9= o. 
Des difficulte*s du m6me genre se presentent dans 1'^tude generate des problemes 
du Calcul des variations. Si, par exemple, on cherche le maximum ou le minimum 
de rinte"grale 



remplacer y par y + oy et developper en serie revient ^ admettre que la fonc- 
tion oy de x est telle que ce developpement en sdrie soit toujours possible, c'est- 
a~dire que les de'rive'es Sy', oy" de By ne deviennent jamais infinies. On voit ainsi 
que les m^thodes directes au moyen desquelles nous avons etabli les proprietes 
de minimum relatives aux lignes g6od6siques sont prdferables a celles que 1'on 
peut d^duire du Galcul des variations et qu'elles nous permettent d'e"tablir un 
r<sultat a la fois plus precis et plus e*tendu. 
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aurons, en ne*gligeant les termes da quatrieme ordre, 



( 



Bornons-nous, dans la formule preeedente, aux termes du second 
ordre qui, lorsqu'ils ne sont pas mils, donnent leur signe a la 
variation de Pare; on aura 



(3) 3MM-=^ 

Si la surface est a courbures opposees, cette variation sera tou~ 
jours positive. Done, dans ce cas, la ligne geodesique ne cessera 
jamais d'etre la plus coarte si on la compare seulement aux 
chemins injiniment voisins. 

Supposons, au contraire, la courbure positive. Kintegrale pr^- 
cedente se composera de deux parties de signes contraires. Pour 
determiner son signe ? nous introduirons les solutions del'equation 



et nous allons, en premier lieu, indiquer la signification geome*- 
trique de ces solutions. 

62S. Pour cela, considerons, d'une maniere generate, nn sys- 
teme de coordonnees dont 1'une des families soit formee de lignes 
geodesiques. L'^lement lineaire de la surface sera donne par la 
formule 

dk* = rfM*-hCdfo a , 

et Cd9 representera Fare de la trajectoire orthogonale compris 
entre les deux lignes geodesiques (9) et (v + dv). En d'autres 
termes, ce sera la longueur de la normale infiniment petite qu'il 
faudra elever en cliaque point de la ge"ode"sique (p) pour obtenir 
la gdodesique (c-i-rf^). Supposons 9 et d9 constants; les diverses 
valeurs que prend la quantite* C dv en tous les points de la geode- 
sique (^) seront des fonctions de u^ c'est-a-dire de Pare de cette 
geoddsique compt6 a partir d'une origine fixe. Or on a, en vertti 
de la formule de Gauss , 

JL - r ^l 
RIV ~~ G ~du?* 
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Si done on pose Cdv=p, on voit que p satisfera a inequation 
differentielle 

(5, d 'P - P 

( } du*~~ RR'^ 

ce qui conduit an theoreme suivanl : 

Etant donnee line ligne geodesique quelconque, si Von de~ 
signe par u fare de cette geodesique compte a partir d'une 

origine quelconque el par ^-^7 la courbure de la surface, qui, 

pour les differents points de la ligne geodesique, sera line 
fonction de ?/, la longueur p de la normale qiCil faudra ele9er 
en chaque point de la geodesique, pour obtenir la geodesique 
infiniment voisine, sera une fonction de u qui devra satisfaire 
a I' equation lineaire (5). 

Cette equation (5) coincide^ aux notations pres, avec Fequa- 
tion (4) 7 et nous avons ainsi 1'interpretation geometrique de la 
fonction p. 

Au reste, on pent chercher directement le minimum de Fin- 
tegrale 



qui donne Fexpression approch^e de Pare de toute courbe infini- 
ment voisine de la geodesique MM7. Si Ton recherche celle de ces 
courbes qui passe par deux points donnes (w , r ), (,, 9^) el 
pour laquellel'int^grale pr6cedente estun minimum, Fapplication 
pure et simple des regies du Calcul des variations montre imme- 
diatement qu ? elle doit etre d^finie par 1'equation difFdrentielle (4). 
On retrouve ainsi, de la maniere la plus simple, le resultat pre- 
cedent. 

626. Supposons qu'il soit possible de trouver une solution p 
de liquation (4) ne s'annulant ni pour M, ni pour M r , ni pour 
aucun point compris entre M et M'. Si nous posons 



"X devra s'annuler comme u pour les points M et M ; et il ne de- 
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viendra jamais infini entre M et M'. En substituant la valeur 
precedente de u dans la formule (3), on aura 



3MM'=I 

2 *^M 



I p" 

on, en remplacant ^7 par -? 



,M' 

do 



T 
3 MM' = - 

2 



1 etant nnl aux deux iimiles el fini dans 1'intervalle de M a M 7 , la 
premiere integrale est nulle; il reste done 



(6) 3MM'=I 



On voit que la variation de MM' esl essenliellement positive; par 
suite, la ligne geodesique est plus courte que tous les chemins 
injiniment voisins. 

Ce point etant etabli, considerons la solution p de 1'^quation (5) 
qui s'annule pour le point M (Jig- 46) et supposons que cette 




solution s'annule de nouveau au point M\ en conservant son signc 
dans toute 1'etendue de MM { . Cela veut dire que les g^oddsiques 
partant de M et infiniment voisines de MM f viendront couper de 
nouveau cette ligne geodesique au point M< ou en un point infini- 
ment voisin, sans la rencontrer entre M et M< . Nous allons montrer 
que, si Ton prend un point M 7 entre M et M i? le segment g^ode- 
sique MM' sera plus court que tous ies chemins infiniment voisins 
rt'sunissant ses extr^mite's. En effet, la solution/? de Fequation (5) 
us'iq annule en un point N infiniment voisin et & gauche de M ne 
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s'annulera une seconde fois qu'en un point N< iniiniment voisin 
de Mi et, par consequent, an dela de M'. II j aura done une solu- 
tion p ne s'annulant en aucun point du segment MM 7 , et cela suffit, 
nous venons de le montrer, a etablir la proposition que nous avions 
en vue. 

627. Jacobi avait enonce sans demonstration (*) une propo- 
sition qui complete la precedente : Le minimum cesse certaine- 
ment d' avoir lieu si le point M' est place au delti du point M { . 
Ce resultat a ete demontre par M. O. Bonnet dans les Notes citees 
plus haul. On peut encore 1'etablir comme il suit. 

Prenons au dela de M< (fig. 4?) un point M' assez voisin de M i 
pour que la solution de Fequation (4) qui s'annule au point M' ne 
s'annule pas dans Tintervalle M 4 M ; , y compris le point M^ J'ap- 

Fig. 4?- 



pelle q ceLte solution; il sera alors possible de determiner entre M 
et M, un point M! f tel que la solution q ne s'annule pas dans Fin- 
tervalle WM!'. Je designe, comme precedemment, par p la solution 
de liquation qui s'annule aux points M et M A et j'acheve de deter- 
miner cette solution, qui n 7 est connue qu 7 a un facteur constant 
pres, par la condition qu'au point M /7 on ait 



Cela pose, dans la variation 



je remplace u par p de M a M ;/ et par q de M" a M', ce qui est evi- 
demment permis, ces valeurs successives de u definissant un 

( ) JACOBI, Sur le Calcul des variations et sur la Theorie des equations dif- 
fe'rentieltes (Journal de Liouville, t. Ill, p. 44; i836). Voir aussi la Note VI 
dans le deuxieme Volume de F6dition de la Mecanique analytique due a M. Ber- 
trand et la quatridme Le^ofi des Vorlesungen uber Dynamik* 

D. III. 7 
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chemin parfaitement continu. La variation prendra la valeur 



ou encore 



L r v (p '*+ pp >) dv +L f 



Si Ton integre et si Ton remarque que p esl mil en M el q en 
M 7 , on obtient pour la variation du chemin Fexpression suivante 



Comme on a, pour le point M /; , p= q, on peut ^crire ceLte va- 
riation sous la forme 

[qp'pq']*- 

Or, ^tant donnees deux solutions quelconques /? et q de 1'equa- 
tion (4)? on sait que le determinant 

qp' pq' 

est constant; on pourra done calculer sa valeur pour tel point 
que 1'on voudra, par exemple pour le point M { , ou 1'on a p = o. II 
reste alors 



Cette quantite est negative. Supposons, en effet^ pour fixer les 
ides, que la valeur de q soit positive entre M 7 et M"; d'apres les 
hypotheses faites, il en sera de m6me de la valeur de p entre M 
et M ( . Or, un pen avant le point Mi , p et // doivent tre de signe 
contraire; il faut done que la valeur de p 1 an point M< soit n&~ 
gative. 

La variation du chemin (Hant negative, la ligne g^od^sique a 
perdu, on le voit, sa propri^t^ de minimum. 

11 est aise d'interpriter g^om^triquement la m^thode que nous 
venons de suivre et de reconnattre comment on y est conduit. S'il 
existe un chemin MHM7 plus court, que Fare de g^od^sique MM', 
en substituant a ce chemin les deux portions de g^od^siques MH 
et HM 7 on ne pourra que diminuer sa longueur, etl'on formera un 
nouveau chemin qui devra ^tre encore plus court que 1'arc MM'. 

628. II nous reste & ^tablir une remarquable proposition; mais, 
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avant de la faire connaitre, nous aliens deniontrer, par une methode 
nouvelle, de beaux theoremes sur les equations lineaires du second 
ordre, qui sont dus a Sturm ( i ). 
CoDsiderons Fequation 



et soil V = y(x) ime solution de cette equation s'annulant pour 
une valeur x de x. Nous designerons par x { la racine de V 
immediatemenl superieure a X Q ] x\ sera remplace par +00 quand 
V ne s'annulera pour aucune valeur de x superieure a X Q . Nous 
allons d'abord montrer qtfaucune integrate de Vequation li- 
neaire tie sannulera plus d'une fois entrex Q et x { . 

En effel, soil a une valeur de x comprise entre # et x { . La so- 
lution de Fequation qui s'annule pour celte valeur de x est donnee, 
comme on sait, par la formule 

r f . r x dx 

Go(cc) I - , 
1 V &(*) 

ou C designe une constante arbitraire. Aucun des facteurs de ce 
produit ne s'annule poar les valeurs de x comprises entre x et 
x { ] pour toutes ces valeurs de #, Tint^grale a toujours un sens d6- 
termin6, car son ^l^ment ne devient pas infini entre les limites de 
Pint^gration. La proposition qtie nous venons d'&noncer est done 
etablie. 

Si Ton donne a C la valeur 'f (a), on a la solution 



quenous designerons par 8 (a:, a). Elle a sa deriv^e egale a 1'unite 
pour x = a-, elle est ^videmment positive pour toutes les valeurs 
de x comprises entre a et x { , negative pour les valeurs de x com- 
prises entre x et a. Pour % ou x { , elle rev6t une forme ind^ter- 
min^e; mais onobtientfacilement savraie valeur, qui n'est ni nulle 



(') STURM, Memoire sur les equations differentielles du second ordre 
{Journal de Liouville, t. I, p. 106; i836). 
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ni infinie, en faisant usage de la relation 

(9) Y()jg-G ?'(*) = ?(), 

qui a lieu pour toutes les valeurs de x. 

629. Celapose, considerons deux Equations distinctes 

() -*< 

S-. 

et supposons que Ton ait ? pour toutes les valeurs de #, 
(u) H'gH. 

Nous allons montrer que, si f (^) est une solution de la pre- 
miere admettant les deux racines consecutives ^ ? #o l a solu- 
tion de la seconde qui sannule pour X Q ne s'annulera plus 
dans Vintervalle (XQ, ^<), x\ compris. 

En effet, j'ecris liquation (i i) de la maniere suivante : 






Si nous considerons (H ; H)V comme une fonction donnde 
(x) de x, Fequation pr^c^dente deviendra 



et, comme nous connaissons une solution <p(a) de Fequation sans 
second membre,, nous pourrons obtenir une formule donnant 1'in- 
t^grale de liquation complete. 

Parmi les m^thodes connues, appliquons celle de Cauchy : elle 
prescrit de former en premier lieu une solution de liquation sans 
second membre qui se r^duise a o pour x = a et dont la d^riv^e 
devienne 6gale a i pour la m^me valeur de x. Gette solution est 
celle que nous avons form^e plus haut 



Cela pos6, une solution particuliere de liquation avec second 
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membreestfournie, d'apres le theoremede Cauchy, par 1'integrale 



f 0(ar, a) *()<&; 
JJP 



par suite, toutes les solutions de liquation (i3) qui s'annulent 
pour x XQ seront de la forme 



C<pO)-t- f 8(3?, a) <|>(a) <fe, 

*S JC n 



ou C designe une constante arbitraire. Si done V 7 designe une 
solution de 1'equation (n) s'annulant pour x # ? nous aurons, 
en substituant (H 7 H)V 7 a (x], 



V = 



1'indice a indiquant que 1'on reniplaces; par ocdans la parenthese. 

On pent exprimer la constante C en fonction de la derive'e de 

V 7 pour la valeur x$ de x. Si Ton prend, en efFet, les derivees 

des deux membres de 1'equation prec6dente en fai 



on a 



On obtient done definitivement la formule suivante 



qui ne peut ^tre d'aucun secours imm6diat pour la determination 
de V 7 ? mais qui vanous permettre d'etablir la proposition que nous 
avons en vue. 

Imaginons, en effet, que x varie de # & %\ La fonction V 7 , qui 
est nulle pour x ^ ? commence par avoir un certain signe, celui 

de sa derive'e pour x = # ? ( -7- ) Supposons, par exemple, que 

ce signe soit positif ; la fonction le conservera evidemment de # 
a Xi, si elle ne s'annule pas; et, pour prouver qu'elle ne s'annule 
pas, il suffira de faire voir que, si la fonction demeure positive 
pour toutes les valeurs infe'rieures a un nombre donn6 x 1 ', elle 
demeure positive m^me pour x = x r . Or c'est ce qui resulte 
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immediatement de la formule precedente. Le premier terme du 
second membre sera evidemmerit positif pour x = x f , etil en sera 
de mme de tous les elements de Pintegrale 



f , a) est en effet positive, puisque a est inferieur a x 1 ] il en est 
de meme par hypothese de (H'- H), et aussi de V, qui cor- 
respond a des valeurs a de x toutes comprises entre X Q et x f . 

La proposition est done etablie. On en deduit comme corollaire 
la suivante : 

Etant donnees les deux equations (10), (n), HI arrive que 
ton ait constamment H ; <H et q it, 3 une solution de la premiere 
s'annule pour x = x et x = x\, la solution de la seconde qui 
s'annule pour x = x aura au moins une seconde racine dans 
I'intervalle (xo,x } }. 

Car, si cette solution ne s'annulait pas dans rintervalle con- 
sid^re, il en serait de meme a fortiori de la solution de la pre- 
miere Equation, envertume'me de la proposition que nous venons 
de demontrer (*). 

630. Appliquons ces r&ultats au probleme des lignes geode- 
siques et reprenons Fequation 

(i5) ^ = -JL. 

dv* RH' 

Soient p une solution de cette equation et P O , v { deux racines 
cons^cutives de p correspondantes a deux points M , M,. Nous 
savons que Tare M M sera le plus court tant que M sera entre M 
et M i mais qu'il perdra cette propridt^ des que M sera au deU 
de M^ 

Supposons qu'en tous les points de MoM, on ait 



( ] ) Les propositions <UabHes ici out moins cT<Hendue et de g6n6ralil^ que 
celles de Sturm; mais elles suffisent pour Tobjet que nous avons en vue et, d'ail- 
leurs, le lecteur pourra appliquer notre m^thode ^ la demonstration des re"sultats 
les plus g^n^raux contenus dans 1'aclmirable MtSmoire de Sturm. 
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la solution de Fequation 

d^p_ __ \_ 
dv* ~ a* p 

qui s'annule pour v = ^ sera 

p _ p 

C sm - ~> 
a 

et la racine immediatement superieure a P O sera 



D'apresla proposition de Sturm, celte racine doit etre superieure 
a 9\. Nous obtenons ainsi ce beau theoreme de M. O. Bonnet, 
demontre dans les Notes citees plus haut : 

Si, le long d'une ligne geodesique, le produit des rayons de 
courbure est positif et infer ieur a a 2 , la ligne ne pent etre le 
plus court chemin dans un intervalle superieur a-xa ( 1 ). 

On pent ajouter la proposition suivante, qui complete celle de 
M. Bonnet. 

Supposons qu'eri tous les points de Tare M M ( on ait 



AIors T si Ton considere liquation 

== . 



Fintervalle entre deux racines consecutives sera Kb* Comme il ne 
saurait etre infe"rieur, d'apres la proposition de Sturm, a Finter- 
valle entre deux racines conseculives de la premiere, on est conduit 
au r^sultat suivant : 



(') M. Bonnet a deduit de sa proposition les consequences suivantes : 

Si, dans une surface fermee convexe, le produit des rayons de courbure est 
inferieur a a*, la longueur de la droite qui joint deux points gitelconques 
de la surface est certaijiement infer ieure a is. a. 

Si, dans une surface convesce, le produit des rayons de courbure est infe- 
rieur a une quantite fixe # 2 , la surface ne peut avoir de nappes infinies. 
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Si ? en tous les points de la ligne geodesique^ le produit des 
rayons de courbure est super ieur a 6 2 , la geodesique est plus 
courte que tous les chemim infiniment voisins dans un inter- 
valle au moins egal a Kb. 

Considerons 1'ellipsoi'de, par exemple. La courbure en chaque 
point est donnee par la formula 



a, bj c d^signant les demi-axes et p la distance du centre au plan 
tangent (n 804). Les valeurs extremes de RR/ seront 



Ainsi toute geodesique ne pent etre le plus court chemin sur 
tine longueur superieure a - ; elle sera certainementj sur toute 

longueur inferieure a TT ? plus petite que tous les chemins infi- 
niment voisins reunissant ses extre'mite's. 

631. La methode suivie par M. Bonnet permet de trouver tres 
simplement la variation de longueur d'un arc de courbe. 

Soit en efFet MM 7 une courbe qui se deplace et se deforme suivant 
une loi quelconque (Jig* 48)', considerons-la dans deux de ses 

Fig. 48. 



positions infiniment voisines MM7, PF. filevons les g^od^siques 
perpendiculaires ^ MM/ et employons le syst^me de coordonn<es 
form6 par ces lignes geod^siques et les courbes parall&les a MM ; . 
On aura, pourlMl^ment lineaire, 1'expression 



La variable u est la longueur ported sur les lignes geod^siques 
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a partir de MM X , prise avec un signe determine suivantqu'elle sera 
portee d'un c6te ou de 1'aulre de MM 7 . Quant a la variable p, nous 
pouvons supposer qu'elle est egale a Tare de la courbe MM 7 com- 
pris entre une origine fixe et lepied de la geodesique (p). On aura 
encore 

G = I, OUr U== 7 



mais la derivee ne sera plus nulle pour la me*me valeur de u. 
II resulte des formules du Livre V [U, p. 385 a 887] que la 
valeur de - pour u = o est la courbure geodesique de MM 7 , 

compile comme positive si le centre de courbure geodesique est 
du cote de MM 7 qui correspond aux. valeurs positives de u. 

Cela pose, soient R et R 7 les points ou les geodesiques normales 
en M et M 7 viennent couper PP 7 . On aura 

8 MM' = PP' MM' = PR -l- P'R'-f- RR'- MM', 
ou, en considerant les triangles infiniment petits RPM, R 7 P 7 M 7 , 

(16) 8 MM' = PM cos^MM 7 " P'M' cosP'M'M H- RR'~ MM'. 

En tous les points de RR 7 , u est une fonction infiniment petite 
de 9. On aura done 



/ 

RR'= / 

*^M 



ou, en d6veloppant G suivant les puissances de u et negligeant les 
infiniment petits du Second ordre, 



ou enfin 

~*~J* \du/Q 

Si nous portons cette valeur de RR 7 dans la formula (16) et si 
nous remplacons ( j par son expression au moyen de la 



/ 
I 

courbure geodesique de MM 7 , nous aurons 
( 



18) 8MM'=- PMcos^MM 7 P'M'cosP'M'M C u , 
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formula Ires interessante et tres ulile, et qui ne contient que des 
elements dont la definition geometrique et le signe ne laissent 
place a aucune difficulte. 

632. Elle va nous permettre d'indiquer une, serie de conditions 
auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points 
d'une surface limitee d'une maniere quelconque. 

i Les portions qui seront a 1'interieur de la surface devront 
tre formees de lignes geodesiques. 

Cette propriete resulte immediatementdece qui a etc* demontre 
(n os 516 et521). On peutladeduire aussi de la formuleprece'dente. 
Si le rayon de courbure geodesique p^- n'est pas infini, il suffira 
en effet d'^lever sur Tare MM' des perpendiculaires infiniment 
petites de raeme signe que p^-, c'est-a-dire dirig^es du cot6 du 
centre de courbure geodesique, et s'annulant en outre pour Jes 
deux points M et M'. On aura ainsi remplac^ MM' par un chemin 
infiniment voisin et plus court, puisque 1'expression de S MM' 
donnee par la formule precedente sera essentiellement negative. 

Fig. 4 9 . 




2 Les portions de chemin qui font partie de la limite de la sur- 
face, si elles ne sont pas des geodesiques, devront satisfaire a la 
condition suivante : imaginons qu'en chaque point dela limite on 
mene celie des tangentes de la surface qui est normale a la courbe 
limite 5 il faudra que le centre de courbure ge'od^sique de la 
courbe soit place" sur la portion de cette tangente qui est dirig^e 
vers Pext&rieur de la surface. En effet, si cette condition n'^tait 
pas remplie, on diminuerait la longueur du chemin en rempla^ant 
un segment de cette courbe limite par une courbe infiniment voi- 
sine trace"e sur la surface etr^unissant les exlr^mites du segment. 

3 Si deux portions du chemin, tracers sur une meme nappe, 
viennent se r^unir (fig. 49) un certain point de I'int^rieur, elles 
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doivenl se raccorder tangentiellement el de maniere que Tune soil 
le prolongement de 1'autre. Car, si ces portions BA, AC se ren- 
contraient sous un angle different de zero, on abregerait le chemin 
total en prenant B', C' infmiment voisins de A et substituant la 
route directe B'C' au chemin B'A + AC 7 . 

II resulte de la que la portion du chemin comprise a rinterieur 
de la surface doit se composer d'une seule ligne g6odesique quise 
continue sans interruption jusqu'a ce qu'on rencontre une limite 
ou une ligne singuliere de la surface. 

4 Si deux portions AB, BC du chemin le plus court ABC vien- 
nent se rencontrer en un point B (fig. 5o) appartenant a la limite 

Fig. 5o. 




DBK., il faudra que Tangle ABC soil inferieur ou egal a deux 
droits pour la m&ne raison que prec^demment. 

5 Enfin, si la surface a des nappes diflKrentes se coupant ou se 
raccordant suivant certaines lignes, le chemin le plus court ne 
pourra se briser et passer d'une nappe a Fautre qu'en faisant de 
part et d'autre des angles egaux avec la ligne de separation. 

Nous allons indiquer quelques exemples simples propres ^ faci- 
liter 1'application de ces principes. 

Soit d'abord une surface plane (fig- 5i) a laquelle on aurait 
enlevel'aire comprise a Fint^rieur du cercle O, et proposons-nous 
de trouver le plus court chemin entre deux points A et B, choisis 
de telle maniere que la droite AB rencontre la circonference. II 
resulte des propositions pr^c^dentes que le plus court chemin se 
composera de 1'une des tangentes menses de A et de B a la cir- 
conference et d'une portion de cette circonf6rence. On n'aura 
done a choisir qu'entre les deux cheniins AEFB et ADCB. Le plus 
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court est celui qui se trouve du m^me c6te de O que la droite AB. 
Supposons maintenant que le plan soit double et se compose 
de deux nappes raccordees suivant la circonference O (fig. 5a). 
C'est ce qui arriverail si 1'on appliquait sur le plan ime surface 
developpable dont 1'arete de rebroussement viendrait coi'ncider 




avec la circonference 0. Nous d6signerons par les lettres sans 
accents les points de la premiere nappe et par les lettres ac- 
centue"es ceux de la seconde. 

Le plus court chemin d'un point A de la premiere nappe a un 



Fig. 52. 




point B f de la seconde devra, d'apres les conditions noncees, se 
composer sur chaque nappe d'une portion droite. De plus, les deux 
droites AM, B'M devront faire en M des angles egaux avec la cir- 
conference. 

On pourrait multiplier les exemples de ce genre; nous nous 
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contenterons de ceux qui precedent. Mais nous ajouterons la re- 
marque suivante, qui montrera toute 1'extension que 1'on pourrait 
donner a ce genre de recherches. 

Corisiderons sur une surface quelconque tous les chemins pos- 
sibles reunissant deux points donnes. Les etudes approfondies 
que Pon a ete conduit a entreprendre dans la theorie moderne des 
fonetions ont montre qu'il existe un grand nombre de surfaces 
pour lesquelles on ne peut passer de Fun de ces chemins a tout 
autre, reunissant les memes points, par une deformation progres- 
sive et continue. Par exemple,sur un cylindre eirculaire droit, il y 
aura des chemins allant d'un point A a un autre point B en faisant 
un nombre quelconque de tours, soit dans un sens, soit dans 
P autre ; et ces chemins ne serontpas reductibles les uns aux autres. 
Si Pon veut considerer une surface limitee, on pourra prendre 
le tore, pour lequel il y a lieu de faire les memes distinctions, la 
surface d'un ellipsoide ou une portion de surface plane dans les- 
quelles on aurait enleve les parties de la surface comprises a Pin- 
terieur de differents traits fermes, etc. Dans un tres interessant 
Memoire publie en 1866 (*), M. Jordan a montre comment on 
peut classer toutes ces routes differentes et les re'duire a certains 
chemins ele"mentaires parfaitement definis. De cette manierej le 
probleme que nous avons etuclie dans ce Chapitre se presentera 
sous une forme nouvelle et plus generate. On pourra P^noncer 
comme il suit : 

Par mi tous les chemins reunissant deux points A et B a" une 
surface et reductibles les uns aux autres par une deformation 
continue^ determiner celui qui est le plus court. 

Lesproprie'te's differentielles que nous avons etablies plus haut 
permettront dMtudier cette inte'ressante question, dont la discus- 
sion complete appartient evidemment a la Geometric de situation. 
Le lecteur pourra examiner quelques cas simples, se rapportant a 
des cylindres ou a des surfaces planes percees de trous circu- 
laires. 



JORDAN (C.), Sur la deformation, des surfaces (Journal de Liouville, 
e, t. XI, p. io5; 1866). 
Des contours traces sur les surfaces (M&me Recueil et m^me tome, p. no). 
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633. Nous lerminerons ce que nous avons a dire sur ce sujet 
en donnant quelques indications surune notion nouvelle, celle de 
la longueur reduite, introduite par M. Christoffel dans la theorie 
des lignes geodesiques (*). 

Soit (g] (fig- 53) une ligne geodesique dont les differents 

Fig. 53. 




points seront determines par leurs abscisses <;, complies a partir 
d'une origine fixe prise sur cette ligne. Nous avons vu que, 
pour definir toute ligne geode"siqne infiniment voisine de ("), il 
faut Clever au point d'abscisse 9 une perpendiculaire p satisfaisant 
a Tequalion du second ordre 



vy; dv* - RR" 

le lieu de Pextremite de cette perpendiculaire sera la ligne geode- 
sique cherchee. Par consequent, si Ton veut obtenir celles de ces 
Jignes qui passent en M , il faudra prendre les solutions de li- 
quation precedente qui se reduisent a zero pour le point M . Ces 
solutions ne different les unes des autres que par tin facteur con- 
stant; distinguons et designons par la notation [M M] celle dont 

la derivee -~- se reduit a i pour le point M . On pourra dire alors 

que toute ligne geodesique passant par M est definie par li- 
quation 

(20) /> = a[M M], 

ou a designe une constante infiniment petite. Proposons-nous de 
determiner Tangle 9 que fait en M cette ligne geodesique avec la 
ligne (g"). Nous considererons pour cela le triangle M M|K., en 



( J ) CHRISTOFPEL (E.-B.), Allgemeine Theorie der geodatiscken Dreiecke 
(Abhandlurigen der Koniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
p. 119-176; 1868). 
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supposant le point M i infinimeat voisin de M . Comme il est rec- 
tangle en MI , nous aurons 

M,K 



en negligeant les infiniment petits d'ordre superieur au premier. 
En vertn de la definition de la solution [M M], on aura done 



De la res ulte le theoreme suivant, du. a M. Ghristoffel. 

Donnons a la solution [M M] de 1'^quation (19), qui est definie 
par la double condition de se reduire a o pour M et d'avoir sa 
deriv^e egale a i pour lememe point, le nom de longueur reduite 
du segment geodesique M M. Si, par le point M , on mene une 
ligne geodesique faisant avec la premiere V angle infiniment 
petit 6 et qu'on eleve eri M Varc perpendiculaireM.H. jusqu'ti la 
rencontre de cette ligne geodesique , on aura 

(iO MH = 6[M M]. 

Si VQ et 9 sont les abscisses des points M et M, on aura, comme 
nous Favons deja vu (n 628), 



tp(p) d^signant une solution de liquation differentielle qui ne 
s'annule pas pour 9 = c' . 

Nous voyons, d'apr^s cette formule, que 1'on a 

[M M]4-[MM ] = o. 

Sil'onconnalt deux solutions cp(p), ^(^ 7 ) de Fequation diff^ren- 
lielle, satisfaisant necessairement a une relation de la forme 



on trouvera 

( 2 3) [M,M] = g 



et cette nouvelle expression de la distance reduite permet de 
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demontrer immediatement une relation 

(24) [ab][cd\^[ac}[db]^-[ad][bc] = o, 

qui a et6 donnee par M. Christoffel. 

Si, sur toutes les lignes geode'siques passant par M (fig* 53), 
on porte une longueur egale a M M, on obtiendra une trajectoire 
orthogonale a toutes ces lignes geodesiques quipassent en M . Le 
rayon de courbure geodesique de cette trajectoire orthogonale au 
point M sera donne* par la formule 



p^""[M M] dv ' 

que nous nous contenterons d'indiquer. 

II resulte des d^veloppements donnas plus liaut que les pro- 
priet^s essentielles de la longueur reduite avaient ete utilisees par 
M. O. Bonnet avant que cet element cut ete defini par M. Chris- 
toffel. 
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LA COURBURE GEODESIQUE ET LE THEOREME DE GATJSS. 

Definitions diverses de la courbure e"odsique. Generalisation de differentes 
propositions relatives a la courbure des lignes planes. Definition due a 
M. Beltrami de la courbure geodesique. Determination de toutes les surfaces 
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^theoreme de Green pour une aire a connexion simple. Formule de M. 0. 
Bonnet. Theoreme de Gauss relatif a la courbure totale d'un polygone dont 
les c6tes sont des lignes geodesiques. Definition de Tangle de contingencc 
geodesique. Formule de M. Liouville, expression de la courbure totale en 
un point de la surface au moyen des courbures geodesiques des deux lignes 
coordonne"es. Application de cette formule & un probleme de M. Tcheby- 
cheff. Le theoreme de Green pour une aire a connexion multiple. Appli- 
cations diverses. Le thoreme de Gauss relatif a la courbure d'un polygone 
geodesique ne constitue pas une propriety caracteristique des lignes gc"ode- 
siques. 



634-. Apres avoir developp< les principales propositions rela- 
tives aux lignes geode"siques, nous allons etudier d'une maniere 
detaillee la courbure ge*ode*sique. Nous avons vu qu'elle est donnde 
par la formule 

( i ) = du> -T- r du -T- r t dv. 

? 

Le centre de courbure geod6sique 7 c'est-a-dire le centre de 
courbure de la projection de la courbe sur le plan tangent, adniet 
pour coprdonnees relativement an tri&dre mobile (T) 

x = p ff sin co, jK=p^.cosw. 

Par consequent, le rayon vecteur qui joint le point de la surface 
au centre de courbure g6ode"sique fera avec Faxe des x du tridre 

(T) un angle e*gal a co-h-ou o> - suivant que p. sera positif 

ou n6gatif. 

La courbure geodesique e*tant un element des plus importants, 
nous en ferons connaitre successivement differentes expressions. 
D.-~ III. " 8 
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Au premier rang, il faut placer la suivante : nous avons vu (n 631) 
que, si Ton considere tin arc quelconque MM 7 et si Ton porte des 
longueurs infiniment peliles ) sur les geodesiques norniales a 
cette courbe de maniere a obtenir un arc infiniment voisin RR/ ? 
Faccroissement de MM' esl defini par la formule 



o MM' = 



pourvu que 1'on donne a A eL a p^- le meme signe quand ces gran- 
deurs sont portees dans le meme sens. 

L'element ds etant toujours positif, on a, d'apres un theoreme 
connu. 



j designant la valeur de prise pour un point inconnu de 
Tare MM' ou encore une moyenne entre la plus petite et la plus 
grande des valeurs de relatives aux points compris entre M et M'. 

Si nous supposons que Fare MM' se reduise a Tare infiniment 
petit AB (fig^ 54), la formule prec6dente nous donnera 



A'B' AB 




p^. differant infiniment pen du rayon de courbure de AB en A. On 
pent obtenir un r^sultat beaucoup plus general par une interpr<- 
tation directe des formules qui donnent la courbure g^odesique. 

638. Supposons la surface rapport^e a des coordonnees rectan- 
gulaires quelconques et soit 

ds* = AS du? + C 2 dv* 
Fexpression de Fel6ment lin^aire. 
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Le rayon de courbure geodesique de la courbe 9 = const, sera 
donne (n 507) par la fo ramie 

i_ _ i_ dX 

p ~~~~ AC ~dv' 

les coordonnees du centre de courbure geodesique etant 

X{ = O, Ji = p. 

Construisons les quatrecourbes coordonnees (u), (u-\~du\ (t>), 
(v + dv), qui formentle quadrllatere curviligneMM' PP r (fig. 55). 

Fig. 55. 




(U) 

On aura 

MM' = A du, MP = G d9 

et, par consequent, 



ce qu'on pent ecrire 

PP' MM'= ^ 

dv 

L'expression de p pourra done 6tre presentee sous la forme 

L - _ pp/ ~" M3vr 
^ p ~ "MP.MM' 

C'est le resultat auquel nous avions et6 conduits plus haut; 
mais, dans la premiere methode, nous supposions que les Irajec- 
toires orthogonales de la courbe (P) etaient des g^odesiques, 
tandis que ce sont maintenant des courbes se succ^dant d'apres 
une loi quelconque. 

636. Nous avons ainsi une premiere definition dans laquelle 
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on n'a pas a sortir de la surface. En voici une an Ire de mme 
nature . 

Etant donnee xme courbe quelconque MH (Jig- 56), menons 
la geodesique MM' tangenle en M; pour determiner les points de 
la surface, nous prendrons des abscisses MQ = 9 sur cette ligne 
geodesique et nous eleverons en Q des perpendiculaires geode- 

siques PQ = u. 

Fig. 56. 




L/element lineaire aura pour expression 

(3) ds* = du*-+-&dv*, 

et Ton aura pour u = o 

C = ,, = o. 

du 

Le developpement de C suivant les puissances de a sera done 
de la forme 

(4) G = i -f-Az^ 2 -+-..., 

h etant une fonction de v. 

Liquation de la courbe MH permettra de developper u en serie 
suivant les puissances de 9. On aura, pour les points de cette 
courbe voisins de M, 

u = kv* + k' v* +- ____ 
Calculons la courbure g^odesique de la courbe en M. On a ici 

ds , dC . du 



-r CV* >," y - 

du C dv 



COtO>. 



En se bornant aux premiers termes des d^veloppements, on 



trouve 

TU 

ds = dv< coto) = aA*^, to = 

2 
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et, par consequent, 



Remplacons k par sa valeur dans le developpement de u ; nous 
trouverons que Ton a, pour tons les points de la courbe MH qui 
sonl dans le voisinage du point M, 



c ? est-a-dire 

(5) RS=- 

ce qui est la generalisation d'une formule bien connue relative 
aux courbes planes (* ). 

637. On pourra lire dans le Traite de Calcul differentiel de 
M. J. Bertrand des demonstrations purement geometriques qui per- 
mettent de rattacher les unes aux autres les proprietes precedentes. 
Nous rencontrerons plus loin (n 641) d'autres expressions de la 
eourbure geodesique. Pour le moment, nous nous contenterons 
de signaler la definition suivante, dans laquelle on sort de la sur- 
face pour construire le centre de courbnre geodesique. 

fitant donnee une courbe AB (fig- 87), imaginons que Ton 
mene en ses diffe'rents points les tangentes MK, M'K/, * . . de la 
surface qui sont normales a la courbe. Ces tangentes forment une 
surface r6gl6e : Le point de chaque generatrice MK pour lequel 
le plan tangent a cette surface reglee est normal au plan tan- 
gent en M est precis&ment le centre de eourbure geodesique de 
La courbe AB ? pour le point M. Si la surface reglee est d&ve- 
loppable, le centre de eourbure geodesique sera le point de 
contact de chaque generatrice rectiligne avec V ar&te de re- 
broussement. 

Pour etablir cette proposition, supposons la surface rapport^e 
au systeme de coordonn^es d^termin6 par les g^od^siques perpen- 



C 1 ) Le signe provient de ce que p, est consid^ comme positif quand il est 
port6 dans le sens correspondant a Tangle o> -f- - 
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diculaires & AB et par leurs trajectoires ortliogonales. L'elernent 
lineaire de la surface aura la forme si souvent employee 



(6) ds* = du*- 

Considerons le triedre (T) deja defmi et dont 1'axe des x est la 
tangente a la geodesique. Si on lui iinprime un deplacement de 
telle maniere que le sommet decrive une courbe quelconque, un 
point de Faxe des x decrira un arc infiniment petit, dont les pro- 
jections sur les aretes du triedre seront respeclivement 



d'apres les formules da n 499 [II, p. 370]. Supposons d'abord 
qu'on se deplace suivant la courbe AB; 9 variera seule et, pour 



Fig. 5 7 . 




que le deplacement s'effectue dans un plan perpendiculaire au 
plan tangent en M, c'est-a-dire pour que le plan tangent an point 
consider a la surface reglee engendree par MK soit normal an 
plan tangent en M, il faudra que la projection du deplacement sur 
Faxe des y soit nulle, c'esL-a-dire que Ton ait 

On tire de la 



du 

et cette valeur de x determine pre'cise'ment le centre de courbure 
geodesique de la courbe AB. Notre proposition est done dtablie. 
On en de'duit la consequence suivante : 

Imaginons qu'on mene toutes les tangentes aux geod^siques 
v= const., c'est-a-dire aux geoddsiques normales a la courbe 
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donnee. On formera une congruence rectiligne admeilaot une 
surface focale dont Tune des nappes sera la surface proposee. 
Nous allons montrerque la seconde nappe sera le lieu des centres 
de courbure geodesique de AB et des courbes paralleles a AB. 

Remarquons d'abord que les droites de la congruence, etant 
tangentes a une famille de geodesiques tracees sur la surface pro- 
posee, sont, par cela meme, normales a une surface (n 411). Par 
suite, si Ton envisage une surface reglee quelconque formee avec 
les droites de la congruence, les plans tangents a cette surface aux 
deux points focaux de Tune quelconque de ses generatrices seront 
necessairement rectangulaires. 

Si Ton applique cette remarque a la surface reglee engendree 
par MK quand le point M decrit la courbe AB, on reconnaitra 
immediatement que le second point focal de MK est le point ou le 
plan tangent a la surface reglee est perpendiculaire an plan tan- 
gent en M. C'est done, d'apres ce que nous avons etabli, le centre 
de courbure geodesique de AB. 

Ainsi, lorsque des droites sont normales a une surface (S) et 
for me nt une congruence dont la surface focale est constitute 
par les deux nappes de la surface des centres de courbure de 
(S), les aretes de rebroussement des developpables que I'on 
peut obtenir avec ces droites engendrent deux families de geo- 
desiques situees respective'ment sur les deux nappes de la sur- 
face des centres. Les courbes paralleles qui coupent a angle 
droit Vune de ces families de geodesiques ont leurs centres de 
courbure geodesique situes sur Vautre nappe de la surface des 
centres. 

Cette proposition si ge'ne'rale, sur laquelle nous reviendrons 
plus loin, permet de de*montrer directement Fun des beaux the'o- 
remes que la Ge'ome'trie des surfaces doit a M. Weingarten. Pour 
le moment, nous en deduirons seulement le corollaire suivant. 

Nous avons consider^ les geodesiques normales a AB. Dans le 
plan et, par consequent, pour les surfaces developpables, la defini- 
tion de la courbure peut se rattacher au point d'intersection de 
deux gdodesiques normales infiniment voisines. On n'obtiendrait 
rien en essayant, pour une surface quelconque, une generalisation 
dans cette voie ; car, en modifiant la definition de la surface a une 
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distance finie de la courbe AB, on change completement le cours 
et les intersections successives des lignes geodesiques. Mais on 
peuL operer de la maniere suivante. 

Tragons (Jig* 58) les geodesiques successives MH, M'H', 
normales a la courbe AB, et la tangente MR en M a la geode- 
sique MH. Si Ton mene a la seconde geodesique M'H 7 ime tan- 
Fig. 58. 




gente PI dont le point de contact sera choisi par la condition 
qu'elle rencontre MK, il est clair que le point d 1 inter sec tioji C 
des deux droites sera le centre de courbure geodesique de 
rare MM!. Car, dans la congruence formee par les tangentes aux 
g^ode'siques, le point C, e"tant 1'intersection de deux droites 
infiniment voisines, sera le second point focal de MK. 

Quand la surface devient plane, la construction pre'cddente se 
reduit a celle qui donne le centre de courbure par Pintersection 
de deux normales infiniment voisines ('). 

Si Ton construit les differentes gdodesiques M'H^ voisines de 
MH, le lieu du point P relatif a chacune d'elles sera ^videmment 
celle des courbes conjugue'es de toutes ces geod^siques qui passe 
au point M. 



(' ) Cette construction du centre de courbure g^ode'sique esl due <i M. BELTRAMI. 
Voir le Memoire intitu!6 JRfcsrche di Analisi applicata alia Geometria (Journal 
de Battaglini, t. II; i86'|). 
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Dans le cas (Tune ligne de courbure, cette conjuguee des geo- 
desiques normales coincide avec la Hgne de courbure elle-meme. 

Nous avons done le theoreme suivant : 

* 

Le lieu des centres de courbure geodesique d" une ligne de 
courbure esl celle des developpees de cette courbe qui est Ven- 
veloppe des normales a la courbe situees dans le plan tangent 
a la surface, ou } ce qui est la meme chose, qui est V arete de 
rebroussement de la de^eloppable enveloppee par les plans 
tangents d la surface eji tons les points de la ligne de courbure. 

638. Si la ligne de courbure a son rayon de courbure geode- 
sique constant, la developpee precedente devra se reduire a un 
point et, par consequent, la ligne de courbure devra etre situee 
sur une sphere coupant la surface a angle droit. 

Cette derniere consequence a ete deja signalee par M. Ribau- 
cour (*). Elle a permis a cet habile geometre de donner une solu- 
tion geometrique d'une question deja resolue analytiquement par 
M. O. Bonnet ( - ) : Determiner toutes les surfaces pour lesquelles 
toutes les lignesde courbure ont leur courbure geodesique con- 
stante. 

II resulte, en effet, de la remarque faite par M. Ribaucour que 
les lignes de courbure de chaque famille devront 6tre sur une 
s6rie de spheres coupant la surface a angle droit. Comme les 
spheres qui contiennent deux Jignes de courbure appartenant a 
des families difFerentes se coupent n^cessairement a angle droit, 
nous aurons en premier lieu a r^soudre le probleme suivant : 

Determiner deux families de spheres jouissant de la pro- 
priete que chaque sphere de Vune des families coupe a angle 
droit toutes celles de V au.tr e. 

On connait la solution de cette question et Ton sait que, par une 
inversion re'elle, on peut toujours amener Tune des families a 6tre 
composee, soit de spheres concentriques ou de plans paralleles, 

(*) RIBAUCOUR, Sur la theorie des surfaces (Bulletin de la Societe philoma- 
thique, p. a /j ; 1870). 

( 2 ) 0. BONNET, Memoire sur la theorie des surfaces applicables (Journal 
de V&cole Poly technique, XLTI 6 Caliier, p. 182 et suivantes; 1867). 
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soit de plans passant par une droite. Dans le premier cas, la sur- 
face, etant coupee a angle droit par une serie de spheres concen- 
triques on par une serie de plans paralleles, ne pent etre qu'un 
cone ou un cylindre. Dans le second cas, la surface, etant coupee 
a angle droit par tons les plans qui passent par une droite, est 
necessairement une surface de revolution, admettant cette droite 
pour axe. Nous avons done le resullat suivant : 

Les seules surfaces dont toutes les lignes de courbure aient 
leur courbure geodesique constante sont les surfaces de revo- 
lution, les cones, les cylindres et les transformees de ces sur- 
faces par inversion. 

639. Nous aurons, dans ce qui va suivre, a nous appujer sur le 
theoreme de Green qui donne la transformation d'une integrale 
curviligne en une integrale double. Nous allons d'abord presenter 
quelques remarques sur ce theoreme et ses applications a la 
theorle des surfaces. 

Consid^rons une portion de surface a connexion simple, limitee 
par un contour AA'BB' (fig* 09); et soit 



/( 



une integrale relative a ce contour, que Ton supposera parcouru 
dans le sens de la fl&che. 

Supposons que les fonctions M et N de u et de r restent finies, 
uniformes et continues et qu'elles admettent des derivees pour 
tous les points a Finterieur du contour. Le theoreme de Green 
nous apprend que Fint^grale simple pr^cedente pent etre rem- 
placee par une integrale double relative a toute 1'aire Iimit6e par 
ce contour. Les remarques suivantes conduisent a ce resultat par 
la voie qui nous parait la plus naturelle. 

Le caract&re essentiel d'une integrale double, d'une fonction de 
surface, est evidemment le .suivant : si Ton decompose par des 
sections la surface en deux ou plusieurs parties, 1'int^grale totale 
est Jasomme de celles qui sont relatives a ces diverses parties. Or 
il est ais< de voir que cette propriete appartient a notre int6grale 
curviligne; car, si Ton decoupe Faire en deux parties par la ligne 
AHB, Fintegrale relative au contour primitif AA^B'estla somme 
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des integrates relatives aux deux contours partiels AA'BHA, 
AHBB'A que 1'on peut former avec AB. En continuant ainsi a 
effectuer des sections et a decomposer les contours, OB. verra que 
Fintegrate primitive pent etre reniplacee par la somme des inte- 
grales relatives a des contours infinimentpetits, parcourus dans le 

Fig. 5 9 . 

B' 




meme sens que le contour primitif. Or il est tres aise de montrer 
que de telles integrates curvilignes sont proportionnelles a Faire 
du contour auquel elles se rapportent. 

Considerons, en efifet, tin contour infiniment petit mnp 
(fig* ^)> nous commencerons par supposer que les cotirbes coor- 

Fig. 60. 




donne"esqui se croisentdans son interieur forment un sjst^me de 
mailies analogue a celui que 1'on obtient dans le plan avec les 
coordonn^es de Descartes. Alors les coordonnees u et 9 varieront 
infiniment peu dans Finterieur du contour, et, si U Q , ^ designent 
les valeurs de ces coordonnees pour un point A de Finterieur, 
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les differences u u Qj 9 r seront infiniment petites pour tous 
les points a rinterieur do contour. C'est ce qui n'aurait pas lieu 
si Ton employaitj par exemple, des coordonnees polaires ajant 
leur pole en A; r designant Tangle polaire, cette eoordonne'e 
prendrait toutes les valeurs possibles a I'interieur du contour. 

Puisque les differences u U Q , r P O sont infiniment petites, 
on pourra developper M et N gar la serie de Taylor. On aura 



Tindice o indiquantles valeurs des fonctions pour le point A. Par 
consequent, on aura 



~} fdi-u^du 
\vu JoJ 

-+- NO / dv 4- ( - ) j(u Uj] do -4- ( 4- ) / 

J \U U /QJ \W/oJ 

les termes non ecrits n'ayant, on le reconnaitra aisement, aucune 
influence sur le resultat final parce qu'ils sont infiniment petits 
par rapport a 1'aire comprise a Pinterieur du contour. 

La premiere, la deuxieme, la quatrieme et la sixieme integrale 
de la formule prec6dente sont evidemment nulles quand on les 
etend a tout le contour. II nous resteMonc a examiner seulement 
les deux termes 



Or 



M\ r. . _ /e?N\ r. 

) (v-V^dll^rl-r-} \(ll 
vV/Qj \vUjnJ 



on a 



(7) /( M O )^ = (v v )du I I du dv, 

Tinlegrale double 6tant 6tendue a toute 1'aire limi^ee par le con- 
tour. On peut done ecrire 



r/ 7 AT / N /^ N <? M \ r r 

I (M du -+ N dv} = ( -r --- / / 

J \^ to/QjJ 



11 suit de la que 1'integrale curviligne primitive peut etre rem- 
p]ace*e par FinLegrale double dont Te'le'ment est le second terme 
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de ia formule precedente, et Ton a 
/* + N*, 

(Test la formule de Green (*). 

La demonstration precedente est evidemment inferieure sous 
le rapport de la rigueur a celle que Ton donne habituellement et 
que Ton pourra consulter, par exemple, dans le Cours de M. Her- 
inite ( 2 ); mais elle ofFre Favantage de bien faire saisir la raison 
de cette transformation si curieuse d'une integrate simple en ime 
integrale double; elle nousmontre aussi que, s'il existe des points 
ou toutes les courbes coordonnees d'un systeme viennent se 
croiser, il faudra les entourer d : une petite courbe, et Pintegrale 
curviligne primitive sera egale a la somme des integrates relatives 
a ces courbes infiniment petites, augmentee de Fintegrale double 
etendue a totite la portion de Faire qui est exterieure a ces 
courbes. 

640. Appliquons le theoreme de Green a Inequation qui donne 
le rayon de courbure geodesique 

(9) = dt& -h r du -+- /'! dv. 



(* ) D'apres la maniere mme dont on a obtenu cette formule, on de"terminera 
sans difficult^ le signe qu'il faut dcmner, dans Tint^grale double, a I'e'le'ment 
dudv. II r^sulte, en effet, des equations (7) que, si 1'on considere, par example, 
F^Mment de surface compris entre les courbes de parametres u, u +- du, f, 
v 4- dv, on a 

du d f = - / (u dv v du ) , 

l*inte"grale curviligne s'appliquant au contour qui limite cette aire, parcouru 
dans le meme sens que le contour primitif. De la on de*duira facilement la regie 
suivante. 

D6finissons comme sens positif sur chacune des courbes coordonnees le sens 
dans lequel augmente la coordonne"e qui demeure variable sur cette courbe. 
JL'element dudv devra etre positif si, pour un point a Finterieur de cet element, 
la rotation qui amene la partie positive de la courbe de parametre p du c6t6 de 
la partie positive de la courbe de parametre u est de meme sens que la rotation 
autour du contour total," il sera ne"gatif dans le cas contraire. 

( a ) HERMITE, Cours autographic de la Faculte des Sciences } 3 e Edition, 
8 e Le?on; 1887. 
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Nous aurons done 



I d&-~~ I ~ = ~ I (rdu-^r /'j 



les integrates etantetendues a tout contour ferme. On a, d'ailleurs, 
en verta de la formnle (8), 



On est ainsi conduit a la relation fondamentale 

/*-/-//(-)** 

ou Ton pent transformer le second membre, en employant Tex- 
pression dela courbure totale donnee an n 496. On obtient ainsi 
la formule entierement geometrique 

"> 

Tintegrale double etant etendue a toute Taire comprise dans le con- 
tour et dv designant Tel6ment de cette aire, pris avec le signe qui 
lui appartient (*). 

Cette equation, ou figure le rayon de courbure geodesique, a et6 
donnee pour la premiere fois par M. Bonnet ( 2 ). Toutes les quan- 
tites qui y figurent sont parfaiternent definies; co est Tangle de la 
tangente au contour suppose parcouru dans le sens direct avec 
1'axe des x du triedre (T); le rayon p^- doit etre consid^re comme 
positif ou negatif suivant qu'il est porte dans le sens correspondant 

a Tangle to H ou en sens contraire. Elle ne peut cesser d'etre 
vraie que s'il est impossible de rapporter Tinterieur de Taire a 



( a ) Voici comment on d^terminera ce signe. Soient A un point quelconque de la 
surface ^ I'int^rieur de da et (T) le triedre relatif a ce point. On peut considdrer 
da comme un petit element situ6 dans le plan des xy de ce triedre. Si Ton tourne 
dans ce plan autour de 1'origine et dans le m&me sens <jue sur le contour limite, 
il faudra donner d<s le signe + ou le signe suivant que la rotation se fera de 
1'axe des a? vers 1'axe des y ou en sens contraire. C'est la regie suivie habituelle- 
ment, d'apres Gauss et Mobius, pour fixer le signe d'une aire. 

( 3 ) 0. BONNET, Memoir e sur la theorie generate des surfaces (Journal de 
I'Ecole Poly technique, XXXIP Cahier, p. 12/1; 1848). 
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tin sysleme de coordonnees satisfaisant a toutes les conditions 
enoncees dans la demonstration du theoreme de Green. Nous 
allons en faire differentes applications. 

641. Considerons d'abord tm triangle geodesique ABC (Jig* 61). 
Si le contour ne presentait pas les points saillants A, B, C, Finte- 

grale / rfco serait evidemment egale a an; car la tangente a 
fait un tour complet qtiand on revient au point de depart. Pour 

Fig. 61. 

G 




avoir la valeur de cette integrale, il faudra done retrancher de 211 
les angles dont la tangente tourne en A, B, C, c'est-a-dire TC A, 

TZ B, IT; C. Comme la courbure est nulle en chaque point 
du contour, la formule (i i) nous donne 



C'est le theoreme celebre de Gauss. 

La demonstration pre'ce'dente suppose evidemment que le tri- 
angle geodesique suffit alimiter une portion de la surface, ce qui 
n'a pas to uj ours lieu dans les surfaces a connexion multiple, telles 
que le tore. Mais on pourrait objecter encore que, peut-^tre, 
toutes les conditions indiquees pour Tapplicalion du th6oreme de 
Green ne se trouveront pas realis^es. Pour ^carter toutes ces diffi- 
cultes, on peut remarquer avec M. Bertrand que le theoreme de 
Gauss est necessairement vrai pour un triangle geodesique fini 
des qu'il^est etabli pour un triangle infiniment petit. Si Ton d6- 
compose en efiet, par des sections geodesiques, le triangle ABC 
en triangles plus petits, on reconnaitra que l'6galite relative a ce 
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triangle r6sulte de F addition de toutes celles qui serapportent aux 
triangles partiels. II resulte de cette remarque que le theoreme 
de Gauss est toujours vrai des que le triangle geodesique suffit, a 
lui seul, a limiter une portion continue de la surface, ne conte- 
nant aucun point singulier dans son interieur ; car toutes les con- 
ditions supposees dans la demonstration sontevidemment verifiees 
pour des triangles suffisamment petits limitant une aire qui ne 
renferme aucune singular! le. 

La demonstration pr^cedente s'applique egalement a un poly- 
gone dont les cotes sont des lignes geodesiques; et elle nous 
montre que la courbure totale d'une portion de la surface li~ 
mitee par un polygons dont les cdtes sont des lignes geode- 
siques est egale a Vexces de la somme des angles de ce poly- 
gone sur autant de fois le nombre K qiiil y a de cotes moins 
deux. Au reste, cette proposition plus generale est un simple co- 
rollaire du theoreme de Gauss et peut s r en d^duire par la decom- 
position du poly gone en triangles. 

II est inutile de faire remarquer que le theoreme de Gauss 
peut etre envisage comme une belle generalisation de la proposi- 
tion d' Albert Girard relative a Taire du triangle sphcSrique. Si on 
Fapplique, en effet, a une surface de courbure constante et egale 
a Funite, on reconnait immediatement qu'il donne 1'aire d'un tri- 
angle geodesique en fonction des angles de ce triangle; et 1'ex- 
pression ainsi obtenue est identique, comme il fallait s'y attendre, 
a celle que Ton connait depuis longtemps pour le triangle sphe- 
rique. Le m^me theoreme, applique a une surface de courbure 
constante mais negative, nous montre que, dans toute surface de 
ce genre, la somme des angles d'un triangle geode'sique est infe- 
rieure a deux droits, etque lerf<?jc/mesureprecise'ment Faire du 
triangle geodesique. Nous aurons 1'occasion de revenir sur ces 
remarques. 

642. Nous allons maintenant indiquer une application d'une 
nature toute diff^rente, qui nous conduira a une expression nou- 
velle de la courbure g^odesique, Soit AB (fig. 62) un arc de 
courbe quelconque; menons les g^odesiques AC, BG tangentes 
en A et B. Nous formerons ainsi un contour ABG auquel on 
pourra appliquer la formule generale. 
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En raisonnant comme dans le cas du triangle geodesique, on 



trotive 



Cdu = A^-B-r-C TC = BGH, 
et, par consequent, la formule (10) nous donne ici 




Si nous supposons Tare AB infiniment petit, I'integrale double 
du second membre esl du troisieme ordre, comme 1'aire du iri- 
angle ABC. On a d'ailleurs, en negligeant les infiniment petits du 
second ordre, 

ds ch 



designant le rayon de courbure geod6sique en A. II vient done 



le rayon de courbure etant, d'apr&s nos conventions, conside're 
comme positif lorsqu'il sera dirige du cdt6 de C. 

L' angle BCH de deux geodesiques tangentes infiniment voisines 
a regu de M. Liouville le nom Wangle de contingence geode- 
sique ( { ). On voit que son expression, tout a fait semblable a 
celle que Ton ernploie dans la theorie des courbes planes, nous 
fournit une definition nouvelle de la courbure ge"ode"sique. Cette 



(*) LIOUVILLE ( J.) Sur la theorie generate des surfaces (Journal de Liou- 
ville, t. XVI, p. r3o; i85i). 

D. III. 9 
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definition, que Ton peut d'ailleurs etablir directement, permet de 
rattacher la forrnule generale de M. Bonnet a celle de Gauss : Jl 
stiffira de remplacer chaque cotirbe par un polygone circonserit 
forme d'un nombre illimile de lignes geodesiques. 

Comnie on a, en negligeant seulement les termes dti Lroisieme 
ordre, 



on pourra substituer a la relation (i3) la suivante 

dans laquelle les erreurs commises sont seulement de Ford re 
de ds*. 

643. II ne nous reste plus, pour achever Petude de la courbure 
g6odesique, qu'a faire connaitre une formule elegante, due a 
M. Liouville, qui permet d'exprimer la courbure totale de la sur- 
face au moyen des rayons de courbure geodesique des courbes 
coordonnees. 

Supposons F element lineaire donne par la formule 

C 2 civ*. 



Nous avons obtenu, pour les courbures geodesiques des lignes 
coordonnes, les expressions suivantes [II, p. 3gi] 

C dn A dm 
(16) = i 1-7*1, = -: h r. 

Si Fon porte les valeurs de r : r { ddduites de ces equations dans 
Texpression (i5) dela courbure [II, p. 364], on aura 

AGsina __ d f A \ d f C \ <? 

C'est la formule de M. Liouville ( f ). Dans le cas des coordonnees 
rectangulaires, elle est susceptible d'une transformation 



(*) Oa la trouvera dans 1'article que nous venons de citer. 
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ElFectuons les derivations et remarquons que Ton a 

d\ = -AC dC ^ A_C. 

dv " fan ? da ~~ p^"' 

en remplacant les derivees deA el deC par ces valeurs et divisant 
par AC, nous trouverons 



-JL 
RR' 



on encore, en designant Kdu, Gdv respectivementpar ds 



u , 



, Q _ g _ _ PffV 

( '~ 



La courbure totale de la surface se trouve ainsi exprime'e d'une 
maniere entierement geome'trique en fonction des courbures 
geodesiques de deux courbes coordonnees appartenant a un 
systeme orthogonal el de Jeurs derivees par rapport a la normale. 

M. Bertrand a montre que la formule de M. Liouville resulte 
imme'diatement du theoreme de Gauss. 

Appliquons, en effet, la formule gene"rale de M. Bonnet auqua- 
drilatere curviligne form6 par quatre lignes coordonnees (M), 
(u + A?/), (p), (9 -h A?) (fig. 63). On aura d'abord 



C 



= 2TC (TT M') (ic P' ) (ic P) (it M), 



M, M', P, P 7 designant les angles inteYieurs du quadrilatere 
MM'P'P. Si a de"signe Tangle des lignes coordonnees, on aura evi- 
demment 

A ttf , designant, selon 1' usage, la difference seconde de a lorsque u 
et 9 regoivent respectivement les accroissements &u et At'. 

/ds 
6tendue a tout le contour. 
P^- 
On aura 



rds = r\du /*G^P _ C^du ___ C 
J ? ~"/M P^ Jw P* JP PM J* 
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c'est-a-dire 



LIVRE VI. CHAPITRE VI. 



P 



el, par consequent, la formule de M. Bonnet nous donnera 

M ' A du f^Cdv C r AC sin a du dv 
\ I __ = 
P W *Ar Pv ^ 



Finlegrale double etant etendue a tout Finterieur du quadrilatere. 
Si Aw et AP deviennent infiniment petits, cette formule se reduit 
evidemment a celle de M. Liouville. 




Nousallons indiquer quelques applications. Supposons d'abord 
que les lignes coordonnees soient toutes des geodesiques; > 
seront nuls et Fon aura, pour Fexpression de la courbure. 

. . AC sin a <) 2 a 

(jQ) ' . = . 

v J} RR dudv 

Si F element lineaire de la surface a &t ramen^ a la forme 

( 20 ) ds- = du- 4- dv% -t- 2 du dv cos a, 

on aura 

, . i _ dy, i _^ da 

( 2 v " J7T J ~I 37, 
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et ? par consequent, 

, N sin a d-z 

(22) 



RR' dudv 

La forme (20) de F element lineaire, sur laquelle nous aurons 
1'occasion de revenir, ofFre quelque interet au point de vue ge'ome'- 
trique; si Ton fait croitre les variables u et rpar degres egaux, on 
obtient une division de la surface en losanges infiniment petits 
dont les cotes sont tons egaux, mais dont les angles son I variables. 
Considerons, avec M. Tchebychef ( l ), une etoffe formee par deux 
systemes de fils croises a angle droit. Si 1'on admet, avec Feminent 
geometre russe, que, dans toute deformation de Petoffe, le point 
d'intersection de deux fils rectangulaires quelconques n'est pas 
change, mais que Pangle seul de ces deux fils a pu varier, il est 
clair que Pele'ment lineaire de la surface formee par Feloffe, pri- 
mitivement deTmi par la formule 



prendra^ par la deformation de Fetoffe, la forme 
cls~ = di&~~- dv- -+- 2 cos a du dv, 

ou a sera une fonction quelconque de u et de 9 . Ainsi, d'apres les 
idees que nous venons d'exposer, il faudrait, pour habiller une 
surface, resoudre le probleme de Geometric suivant : 

Ramener, par un choix conv enable des courbes coordonnees, 
r element lineaire de la surf ace proposee a la forme (20). 

644. Revenons maintenant au theoreme de Green et supposons 
que plusieurs courbes soient necessaires pour limiter la portion 
de surface que Ton considere. Ce cas pent se presenter pour les 
surfaces les plus simples, comme le plan, la sphere, etc. Par 
exemple, on peut consideYer (fig- 64) la portion d'une surface 
comprise entre la courbe (A) et les courbes (B) et (C). On suivra, 
dans ce cas, la me'thode bien connue et Pon fera des sections qui 
nous rameneront a Phypothese examinee en premier lieu. Ici, par 



() TCHEBYCHEF, Sur la coupe des vgtements (Association frangaise pour 
Vavancement des Sciences. Congres de Paris , p. i54; 1878). 
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example, nous joindrons par des traits aj3 et 3c les courbes (A) et 
(B), (B) et (C), transformant ainsi la portion de surface consi- 
de*ree en une aire a connexion simple; puis nous suivrons le con- 
tour total a[3yo^7)oSaxAa, dans tin sens ou dans Fan tre, 
par exemple de maniere a laisser toujonrs Faire a notre gauche. 
Les chemins a|3, as etant parcourus deux fois en sens contraire, 
les valeurs de Tintea^rale 



relatives a ces portions du contour se detruirontsi, conformement 
a rhypothese, les fonctions M et N sont uniformes; et il restera 



Fig. 64. 




settlement a etendre Fintegrale precedente aux trois courbes (A) 
(B), (C), parcourues chacune dans un sens tel que Taire consideree 
soit toujours a la gauche du mobile. On aura done, en repetant la 
demonstration que nous avons donnee plus haut, 



le signe ^ indignant quel'int^grale du premier membre doit^tre 

^tendue a toutes les courbes limites. Et, s'il existe, a I'inl^rieur de 
1'aire, des points pour lesquels les conditions decontinuite ne soient 
pas satisfaites, on les isolera par une courbe que Ton joindra a 
celles qui limitent la region consideree. 

Faisons Papplication a la formule qui donne le rayon de cour- 
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bare geodesiqae; nous aurons 



les signes ^ et \ ayant la meme signification que precedemment. 



o. Dans le cas ou la surface n'a pas de limites et ou les con- 
ditions que nous avons enoncees sont remplies en chaque point 
de la surface, on aura 



C'est ce qui a lieu, par exemple, pour le tore engendr6 par un 
cercle tournant autour d'un axe situe dans son plan mais ne le 
rencontrant pas. Si Ton rapporte cette surface au systeme forme 
par les meridiens et les paralleles, toute region infiniment petite 
de la surface sera traversee parle reseau de ces lignes cornnie une 
region du plan Test par des droites paralleles a deux axes coor- 
donnes. La courbure to tale du tore sera done nulle. On peut con- 
firmer ce resultat en consid&rant successivement la portion con- 
vexe et la portion a courbures opposees de la surface. La portion 
convexe, par exemple, est Iimit6e par les deux paralleles extremes 
de la surface. Pour chacun d'eux, on a evidemment 



to =o, 



rds 

/ = 27c; 
J 9& 



et, par consequent, cette portion convexe a pour courbure 4 71 - 
Quant a la courbure de Fautre portion, elle est exprimee par des 
integrates etendues aux m&rnes contours, mais dont tous les Ele- 
ments sont 6gaux et de signe contraire a ceux des integrales pre- 
c^dentes. Elle est done egale a 4ic et la courbure totale est 
nulle. 

Une sphere, un ellipsoi'de ont eVidemment une courbure totale 
egale a 4ic. Les remarques pr^cedentes nous conduisentpar suite a 
cette conclusion qu'il est impossible de rapporter ces surfaces a des 
sjstem.es de coordonnees permettant de decouper chaque region 
de la surface en mailles rectangulaires. Et en efiet, quel que soit 
le systeme de coordonne"es employ^ sur une sphere, ily auratou- 
jours, dans Fapplication de la formule gen^rale, des points ou des 
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lignes a isoler. SiFonrapporte, par exemple, la sphere au sjsteme 
forme des meridiens et des paralleles, il faudra isoler les deux 
poles; si Ton emploie les coordonnees elliptiques, il faudra isoler 
les quatre foyers, etc. Mais on pent appliquer la formule gene- 
rale a la zone comprise entre deux paralleles de colatitudes 9 et 
ftj. On aura, pour le premier parallele, 

/ <&o = o. / = 27: cos 

J J pff 



el, pour le second, 

/ 

J 
La formule generale deviendra 



/ ^(0 = 0. / if = 517: COS 61. 

J J Pff 



'-// 

ce qui est bien d'accord avec les resultats connus. 

646. Nous donnerons 7 en terminant, une transformation de la 
formule generale qui permet d'eliminer la courbure g^odesique. 
Nous avons vu (n 631) qu'etant donne un arc de courbe MM', si 
Fon porte surles normales g6odesiques des longueurs infiniment 
petites X, la variation de cet arc a pour expression 

SMM'= 



Si nous appliquons cette formule a un contour ferme etsi nous 
supposons X constant et ^gal a S/i, elle nous donnera 



(26) 



os rds 

= / , 
on J p ff 



s designant Fare de la courbe et l'int<grale 6tant etendue a toutle 
contour. L'emploi de cette relation permet d'ecrire la formule (24) 
sous la forme 

(7) 

Mais il importe de remarquer que, d'apres la convention rela- 
tive au signe de p -, la longueur constante $n doit etre portee sur 
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la portion des nor males geodesiques du contour dirigee vers 
Vinterieur de Vaire, si le contour est suppose parcouru dans 
le sens direct. Pour definir d^une maniere tout a fait precise le 
sens direct, il suffit d'imaginer tin observateur place surla surface 
du meme cote que la partie positive Qz de 1'axe des z du triedre 
(T). Le sens direct sera celui dans lequel cet observateur suivrait 
les diverses parties du contour en laissant toujours a sa gauche 
Faire consideree. 

Les integrates / dw qui figureiit dans la formule (27) sont 

etendues aux differentes courbes qui forment le contour. Soit (C) 
1'une de ces courbes: si elle n'a aucun point saillant, Fintegrale 
correspondante sera evidemment un multiple de 2ir, puisque. 
apres un tour complet, les lignes trigonometriques de o> repren- 
nent la meme valeur ; si, au contraire, la courbe est brisee, on aura 



/ ^co = 2Air SO, 



h etant entier et 29 designant la somme des angles 8 dont la tan- 
gente tourne brusquement a cbaque point saillant. 

647. Les proprietes que nous venons de faire connaitre sue- 
cessivement se ramenent en derniere analyse au beau the'oreme de 
Gauss sur la courbure du triangle geodesique. II est naturel de se 
demander si ce theoreme constitue une propriete caract^ristique 
des lignes ge'odesiques. Lareponse a cette question n'offre aucune 
difficult. 

Reprenons la formule (9) qui donne le rayon de courbure 
geodesique et qui conduit a Pequation 






RR' 



ou les int6grales simples et double ont la signification plusieurs 
fois rappel6e. Le theoreme de Gauss et la formule plus ge'ne'rale 
de M. O. Bonnet reposent sur liquation 



(29) 

que Fon deduit de la pre'ce'dente en supposant que le contour est 
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exclusivemenl forme de lignes geodesiques. La question que nous 
avons maintenant a nous proposer est done la suivante : Est-il 
neces$aire,pour que V "equation (29) ait lieu, que le contour soil 
forme de lignes geodesiques? Or, si nous comparons cette equa- 
tion (29) qui doit avoir lieu a la relation (28), qui est absolument 
generate, nous reconnaissons qu'elle equivaut a la suivante 

rds 
C3o) /r-= > 

J \?8 

ou 1'integrale est etendue a tout le contour. Cette condition est 

evidemment verifiee si est ntil en chaque point du contour, 

Ptr . 

c'est-a-dire si le contour est forme de lignes geodesiques; mais 

elle aura lieu encore dans le cas bien plus general ou toutes les 
courbes qui composent le contour satisferaient a Fequation du 
second ordre 



cp etant une ibnction arbitraire assujettie a 1 'unique condition 
d'avoir une valeur bien d^terminee en chaque point de la surface. 
Nous sommes done conduits a la conclusion suivante. 

Le theorem e de Gauss ne constitne nullement une propriete 
caracteristique des lignes geodesiques; il est encore vrai pour 
toutes les courbes qui satisfont a 1'equation (3i), c ? est-a-dire pour 
lesquelles Tangle de contingence g6odesique est la differ en tielle 
exacte d'une fonction de point. 

C'est ainsi que, si Ton consid&re dans le plan les courbes qui 
satisfont a liquation differentielle 

ds r , , 

= d(.x,y), 

x etj/d^signantles coordonnees cart6siennes, la somme des angles 
d'un triangle curviligne quelconque forme avec trois de ces courbes 
sera egale a deux droits. 

Plus generalement, si Ton considerait une integrale double quel- 
conque 
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et les courbes satisfaisant a Inequation differentielle 

7 / du d-u 



rintegrale double, etendue a tout polygone forme de ces courbes, 
s'exprimerait en fonetion de la somme des accroissements que 
prend la fonetion o quand on passe d'un cote du poljgone au sui- 
vant. Ces remarques n'ont peut-etre pas d'importance pratique; 
mais elles font mieux comprendre les methodes precedentes ( j ). 



( J ) DARBOUX, Sur* une serie de lignes analogues aiuc lignes geode'siques 
(Annales de I'Ecole Normale, t. VII, i re serie; 1870). 
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CHAPITRE YII. 

LES CEIICLES GEOD&SIQUES. 

Nouvelle application du theoreme de Green; generalisation du theoreme des 
projections. Expression analytique du rayon de courbure geodesique d'une 
courbe definie de la maniere la plus generate par une equation quelconque en 
coordonnees curvilignes. Etude des courbes (F) qui sont definies par cette 
propriete qu'en chacun de leurs points la courbure geodesique soit une fonc- 
tion donnee a Favance des coordonnees du point. Equation du second ordre 
au moyen de laquelle on les determine. On peut, comme dans le cas des 
lignes geodesiques, ramener la determination de ces courbes & ^integration 
d'une equation aux derivees partielles du premier ordre. Propositions et 
proprie"tes de maximum ou de minimum analogues & celles des lignes ge"ode- 
siques. Des cercles geode"siques, c'est~a-dire des courbes dont la courbure 
geodesique est constante. Determination des cercles geodesiques pour toutes 
les surfaces applicables sur des surfaces de revolution. Proprietes relatives 
a la courbure geodesique dans les systemes isothermes. Systemes orthogo- 
naux composes de deux families de cercles ge"odesiques. Cas des surfaces 
a courbure constante. 



618. Considerons un faisceau de cotirbes () represente par 

Tequation 

cp( u. p) = const. 

et une courbe fermee (A) (fig. 65). Calculons, en chaque point 
de (A), Tangle 9 de la courbe (A) et de la courbe (o) qui passe 
en ce point, supposees 1'une et Fautre parcourues dans le sens 
indique' par les fl&ches. Si Felement Hneaire est donne sous la forme 
de Gauss, on aura 

,, ft _ E du QU 4- Ff du OP -I- dv OM) -h Gdv 8p 

V. I / COSCl 



, ^ 

dsos 



les s} 7 raboles rfet S se rapportant respectivement a la courbe (A) 
et a la courbe (y). On aura done 



T 
dv 
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et, par consequent, 

x *u 

< a ) 27 



do 
dv 



H 



du 
H/Ao' 



H designant le radical y/EG F- el A<p etant le parametre diffe- 
rentiel deja rencontre dans la theorie des lignes geodesiques. Le 
radical aura son signe determine par la condition que les valeurs 

Fig. 65. 




de an, oV correspondent au sens marque par les Heches sur les 
courbes (cp). En portant les valeurs de ow, op dans 1'expression de 
cos 9, on trouvera 

do ^do _, c)o c?o 

Jc/^p- I* *- (j-r- 1 r-r^- 

7 . dv du , du dv y 

ds COS 6 = r^r: du 



ou, plus simplement, 

(3) 



Hv/Acp 



H/Acp 



d 



Par suite, Tintegrale 



cos 6 ds 



^tendue an contour (A) sera egale, d'apres le theoreme de Green, 
a Fint^grale double 




du I 



~- 
du 



dv\ .do 
\ d- 



du dvj 



etendue a toute Paire limitee par le contour. 
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D'autre part, d'apres la demonstration meine que nous avons 
donnee de ce theoreme, la meme integrate curviligne sera egale a 
la somme des integrates analogues relatives a chacun des con- 
tours infiniment petits dans lesquels on peut resoudre le contour 
(A). Prenons pour un de ces contours celui qui est forme ( t fig. 66) 

Fig. 66. 




par deux courbes infiniment voisines (cp), (cp + rfcp) et par deux de 
leurs trajectoires orthogonales infiniment voisines. Soit MM'P'P 
ce contour, qui sera parcouru dans le sens indiquepar les lettres. 
On a eVidemment 

~w r p' 

/ ds cos 6 = MM', / ds cos 6 = 0, 

*^M */w 

r * r v 

I ^cos6= PP', / ^cos6 = o, 

*/p' t/t> 

et, par consequent, Fintegrale etendue a tout le contour aura pour 
valeur 

MM' PP'. 

Si Ton emploie Pexpression de la courbure geodesique donnee au 
n 635, on trouvera 

(4) 



pa- d^signant le rayon de courbure de la courbe (cp) au point M, 
rayon qui sera consid^r^ comme positif seulement s'il est port6 
dans le sens MP. D'ailleurs, comme MM'.MP repr^sente Faire da 
comprise a 1'int^rieur du contour MM^FP, on peut ecrire la re- 
lation 



(5) 



/ 

^A 
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qui donne une nouvelle expression de Fintegrale curviligne etendue 
au contour (A). 

Si nous Fegalons a F expression deja trouvee, nous obtiendrons 
la relation 





oules deux integrates doubles sont etendues Tune et 1'autre a la 
meme aire. Corame cette aire est d'ailleurs limitee par un contour 
quelconque, il faut necessairement que les elements des deux in- 
tegrales soient egaux. On aura done, en remplacant dv par H du dv, 
Fequation 

(6) H = 

Pff 

qui fera connaitre la courbure geodesique des courbes (cp). Gette 
forniule elegante est due a M. O. Bonnet, qui Fa demontree par 
d'autres considerations ( { ). 

La forniule (5), qui resulte dela methode precedente, peut etre 
consideree comme une generalisation du theoreme des projections. 
Supposons, en effet, que les courbes (o) deviennent des droites 
paralleles dans le plan. On aura, pour tous les points de 1'aire, 
p^=co et, par suite, 



ce qui constitue Fexpression analytique du theoreme des projec- 
tions. 

649. On peut faire reposer sur Fequation (6) la theorie des 
courbes dont la courbure geodesique est une fonction quelconque 
donn6e a Favance, F(z/ 7 <>), des coordonnees u et 9 du point de 
la courbe. Ces courbes sont d^finies par Fequation differentielle 



( x ) O. BONNET, Me/noire sur Vemploi d'un nouveau systeme de variables 
dans V etude des proprietes des surfaces courbes (Journal de Liouville, 2 e s6rie, 
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du second ordre 

(7) F ( u, v) d$ = du> + r da -4- n dv, 

que Ton deduit immediatement de ['expression connue da rayon 
de courbure geodesique. Elles comprennent comme cas parliculier 
les courbes dont la courbure geodesique est constante, et elles 
donnent la solution d'un interessant probleme de Calcul des 
variations. II nous suffira, pour le montrer, de suivre la methode 
qne nous avons deja employee (Livre V, Chap. IV) dans Petude 
des lignes geodesiques. Pour abreger, nous designerons sous le 
nom de courbes (F) toutes celles que nous venons de defmir et 
qui satisfont a Pequation precedente on, si Ton veut, a la suivante 

(8) =F(, v). 

9ff 

Soit 

cp(a, P) = const. 

1'equation d'une famille quelconque de courbes (F). En adoptant 
Fexpression (6) de la courbure geodesique, nous voyons que o 
devra satisfaire identiquement a 1'equation aux derivees partielles 
suivante 

(9) 

J; 




Or on peut toujours, et d'une infinite de manieres, mettre le 
produit HF sous la forme ( 4 ) 



Si Ton substitue cette expression dans Fequation (9) et si Foil 
d6signe, pour abreger, par p 1 et q 1 les derivees de cp, on mettra 
Fequation a integrer sous la forme 



/ N -U TT , 

(n) -. H -fy- H- N -i- H ; .*- M = o. 

' du \ dp' / dv\ dq' 



( l ) Par example, on donnera M arbitrairemeat et Ton d^terminera N par une 
quadrature. 
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En inlroduisanl une fonclion auxiliaire 9 dontnous designerons 
les derivees par/? et q, on pent evidemment remplacer 1'equaliop 
precede nte par le systeme suivanl : 



Or ces deux equations ne contiennent e> que dans le rapport ~ 

On pourra done eliminer ce rapport el Ton sera ainsi conduit a 
i'equation du premier ordre pour 9 

ECN -f- 7)2 ~ 9,F( X ~i- <7'KM /> ) ~h G(M -~pY- 



qui se reduit a celle que nous avons donnee pour les tignes g'eo- 
desiques quand on y fail M = IS o. 

II suffit de serappeler lesresultals etablis au Livre V(Cliap. V) 
et 1'on reconnaitra immedialemenl que Tdqualion precedente ex- 
priine la condition necessaire et snfflsante pour que la difference 

ds~ ( dh + M du -4- X dv ) 2 , 

consid6ree comme une fonction homogene de du el de dv, soit un 

carre parfait 

^a^-^S^j*; 

il resulte d'ailleurs des formules (12) que ce carre aura pour 
expression 



Nous sommes done conduits a la proposition suivante : 

Pour obtenir toutes les families de courbes (F), il suffira de 
determiner une solution quelconque de V equation aux deriv&es 
partielles (i3). Cette solution 8 etant trouvee, le carre de V ele- 
ment line air e pourra se mettre sous la forme 

ds* (^0-f-M da -+ N dv)--\- (a d i 4- ^ dv)~, 



et l } equation difference lie 

a du, -+- p dv = o 

defenira V une des families cherchees. 
D. III. 
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En d'autres termes, le probleme propose esl equivalent an sui- 
vant : 

Mettre V element lineaire de La surface sous la forme 



M du -+- N afc) 4- c 



. 



Les courbes 8 { = const, seront celles qu'il s'agissait de determiner. 

650. Cette proposition est evidemment analogue a celle que 
nous avons donnee au n 531, relativement aux lignes geode- 
siques. Elle donne lieu aussi a un grand nombre de consequences, 
toutes semblables a celles que nous avons developpees plus haut 
(LivreV, Chap. V). Nous allons les indiquer rapidement, sans 
apporter a cette etude autant de soin et de rigueur que dans le cas 
plus important des lignes geod^siques. 

On peut demontrer d'abord, par Tapplication pure et simple de 
lamethode exposee au n 532, que> si Ton a obtenu une solution 9 
del'equation (i3) contenant uneconstanle arbitraire a, on pourra 
prendre, dans la formule (i5), 

<?e 



et, par consequent, 1'equation generale des courbes (F) sera 

('*> - r - 

Nous reviendrons plus loin (n651) sur ce sujet; et nous allons 
maintenant montrer comment on generalise les proprietes de mi- 
nimum relatives aux lignes g6odesiques. 

Soit (F ; ) Vune des courbes (F) et soient A et B deux 'de ses 
points, suffisamment voisins. Si Von consider e toutes les 
courbes (K.) joignant ces deux points, pour lesquelles V inte- 
grale 

/B 

a meme valeitr que pour la courbe (F'), celle de ces courbes 
dont I 7 arc compris entre A et B sera le plus petit possible sera 
precisement la courbe (F'). 
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Imaginons, en efiet, que Ton considere la famille formee par 
toutes les courbes (F) qui passent en A el la fonction correspon- 
dante 8 dont les derivees sont llees a celles de o par les equa- 
tions (12). On pourra mettre Felement lineaire de la surface sous 
la forme 

(17) ds*= (<ft - M du -t- N rfo) s + cr* dtf~. 

Par des raisonnernents analogues a ceux. du n 518, on mon- 
trera que Ton peut constituer autour de A une region telle que, 
par le point A et par un point B de cette region, il passe une 
seule courbe (F) situee tout entiere dans la region. On obtiendra 
cette region, par exemple, en portant sur toutes les courbes (F) 
une longueur egale on inferieure a une limite L Ce point etant 
admis, on peut repeter rapidement la demonstration du n 521. 

Pour une courbe quelconque (K) joignant A a un point B de la 
region, Fare s est donne par la formule 



s= I /( d -4- M du -H N dv j 2 -+- 

A 

On a done, si la courbe (K) est distincte de (F'), 

r E 

s > / ( d -+- M da ^-Ndv) 

A 

Oil 

(18) ^>0 B 

et, si la courbe (K) se confond avec (F 7 ), 

r* 

(19) s f = I (<a?8 -h M rfa -t- N rft>) = B 

*A 

Mais, par hypothese, nous ne considerons que les courbes (K) 
pour lesquelles Fintegrale 

r* 

(20) / (Mdu + Ndv) 
JA 

a la meme valeur que pour la courbe (F ; ). La comparaison de 
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rinegalite (18) et de Pequation (19) nous donne done 

s > s 1 , 

et la proposition que nous avions en vue est ainsi demontree. 

On peat deduire des formules precedentes une autre conse- 
quence. N'assujettissons plus Fintegrale (20) a avoir une valeur 
determinee, mais considerons, parmi les courbes (K) reunissanr 
les points A et B, celles qui ont la meme longueur que (F). On 
aura alors 

et la comparaison des formules (18) et (19) montre alors que V in- 
tegrate 



J 



sera plus grande pour la courbe (F ; ) que pour toute autre 
courbe de meme longueur reunissanl les points A et B. 

On pent donner une forme differente a ces resultats. Menons 
par .les points A et B une courbe fixe quelconque ADB (fig- 67). 




L'int^grale (20), relative a toule autre courbe AHB unissant les 
memes points, ne diff&re que par une constanLe de celle qui est 
relative au contour entier AHBDA. Or 1'integrale curviligne rela- 
tive & ce contour ferme pent etre remplacee par Tint^grale double 



rr/dN dM 

= / / H r- 

J J \du dv 



etendue a toute 1'aire que limite le contour. On pent done trans- 
former comme il suit les propositions precedentes : 

Solent A et B deux points sujfisamment voisins, pris sur une 
courbe (F), et ADB une courbe fixe, mais quelconque, unissant 
les deux points. La courbe (F) est la plus courte parmi toutes 
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celles qui unissent les mtmes points et donnent a V integrals 
la valeur qu'elle prend dans le cas de la courbe (F). On peut 
dire aussi que, par mi toutes les courbes de me me longueur 
unissant les deux points,, la- courbe (F) est celle pour laquelle 
V integrate Q est maximum. 

651 . Nous sommes maintenant en mesure de resoudre les deux 
questions suivanies : 

Etant dojinee line courbe qitelconque ADB 7 trouver, par mi 
le.s courbes AHB joignant ses extremites et pour lesquelles line 
certaine integrate double 

dN <?M , r r 

- r- ) a u dv = / / H F ( w, v) ait dv, 

du dr 1 J J ' 

etendue a Uaire ADBHA, a line valeur donnee, celle qui est la 
plus courte; 

ou encore 

Trouver par mi toutes les courbes de meme longueur unissant 
les points A et B celle pour laquelle V integrate double prece- 
dent 'e est maximum. 

On cherchera toutes les courbes dont le rayon de courbure 
g-eodesique esl determine par la formule 



ou k designe une constante arbilraire. On construira celles de ces 
courbes qui passent par les points A et B; et Pon determinera la 
constante k par la condition que rinle"grale double Q dans la pre- 
miere question, ou la longueur de Fare dans la seconde, ait la 
valeur donne"e a priori. Les courbes ob ten ties donneront la solu- 
tion cherche'e. Cela re"sulte presque immediatement des proposi- 
tions etablies. La regie pre'ce'dente est d'ailleurs celle a laquelle 
conduit ['application reguliere des methodes du Calcul des varia- 
tions. Le lecteur re"tablira ais^ment.le calcul que nous ometlons 
ici. Nous allons indiquer seulement comment on pourra determiner 
les courbes et exprimer les conditions indique"es. 
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On ecrira d'abord Fequation aux derivees partielles 
(a3) G(p + AM) sF(/> -H AM)(? -f- AN) 4- E($r -4- AN) = EG F*, 

que Ton obtient en reinplagant M, N par AM, AN dans liqua- 
tion (i3). 

Supposons que Ton en connaisse une solution 6 contenant la 
constante arbitraire a. On pourra meLLre 1'element lineaire de la 
surface sous la forme 



( 24 ) ds*= [d -f- A(M r/w-h IN 

Suivant la methode du n 532, differentions en faisant varier 
seulement les constantes a et k. Nous aurons 

| ya -+- A-(M du -f- N ^)]f"rf~ 3a -f- ^ g| -+- M ^ -f- N rZp ) 8A-1 



La differenlielle rfQ^, consideree comme fonction de du et de dv, 
doit diviser la premiere Hgne. Comme elle ne pent diviser le pre- 
mier facteur, elle doit necessairement diviser le second, et cela, 
quels que soient oa, SA. En repelant le raisonnement du numero 
cite, on ponrra prendre 



et il restera Pequation nouvelle 

(25) d d ~ -t-M^M-+-N^=X^~, 

ou \ designe un facteur de proportionnalite. On en d^duit la con- 
sequence suivante. 

Si Ton se d^place sur une des courbes integ-rales ( { = const.) 

r)ft 

entre deux points A et B, j~ demeurera constante. On aura done 



** 

et, par suite, 



L'int^grale simple qui figure dans le premier membre est 6gale 
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a /, I etant une constante connue. On a done 



On aura de meme, s designant Fare AB, 

Jt r> 

s= f lrf64-(Mda-t-N<fr;]== f (db kd^ 
JA. A V dk 



ou encore 

(27.) 



Ges expressions de s et de permettront d'ecrire simplement 
les equations de condition qui se presentent dans les deux pro- 
blemes proposes plus haut. 



U. L'application la plus interessante des propositions gene- 
rales precedentes se rapporte au cas ou 1'integrale double D est 
celle qui donne Faire d'une portion de la surface. On doit alors 
determiner M et N par Tequation 



-T --- r 5 

ou dv 
et la formule (22) nous donne 

(29) =*. 

Les courbes correspondantes ont leur courbure g^odesique 
constante. Nous les nommerons, pour abreger, des cercles geode- 
siques ( d ). Des resultats qui pr6cdent nous deduisons les corol- 
laires suivants : 

Par mi toutes les courbes de meme longueur unissant deux 



(*) Quelques auteurs, au ccmtraire, appellant cercles geodesiques les courbes 
que Ton obtient en portant des longueurs conslantes sur toutes les ge'ode'siques 
passant par un point. Comme le cercle, ces courbes sont toujours ferme"es et elles 
coupent a angle droit tous leurs rayons geode"siques; mais elles n'ont pas, en 
general, leur courbure ge'ode'sique constante. Les lignes a courbure g6od6sique 
constante, auxquelles nous r^servons ici le nom de cercles geodesiques, ne sont 
fermees que sur les surfaces a courbure constante. Le lecteur re*tablira en cher- 
chant liquation approch^e d'un cercle ge"odesique de courbure infiniment petite. 
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points A. et B, celle qui,jointe a une courbe fixe ADB(Jig. 67), 
limite la plus grande etendue de la surface est an cercle geo- 
desique. 

Parmi toutes les coitrbes unissant les memes points et limi- 
tant une etendue donnee de la surface, la plus courte est un 
cercle geodesique. 

653. Pour donner au moins une application de la theorie gene- 
rale qul precede, nous allons montrer que Ton pent determiner les 
cercles geodesiques de toutes les surfaces qui sont applicables sur 
les surfaces de revolution ('). 

On a alors, pour 1'element lineaire, Fexpression 

ds* = du 2 -h o 2 ( u ) dv z , 
et I'equation (10) devient 



On peut done prendre 

M = o, N= fo(u)c?u = 

L'equation a integrer (28) prend la forme 

^"^p=" 

Posons ici encore, comrae an n S79, 


il viendra 



ce qui donnera 



Foz>, 3f ce sujet, les deux articles suivants : 



a, Zur Theorie der Curven kiirzesten UmringSj bei gegebenem Fld- 
cheriinhalt, auf krummen Fldchen (Journal de Crelle, t. LXXXVI, p. 279; 
1878). 
DARBOUX, Sur les cercles geodesiques ( Comptes rendus, t. XCVI, p. 54 ; i883). 
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Si Ton differentia par rapport a a, on aura Pequation gencrale 
des cercles geodesiques 



C 
v I 

J v 



Dans le cas des surfaces a courbure constante et egale a. ['unite, 

on pent prendre 

o( w) = sinu, 

et I'on trotive, en effectuant la quadrature, 



+- X: 2 2 sin(t-' r ) sin?i -h a cosw = k, 



C'est Fequation que Fonobtient immediatenient si Ton suppose 
que la surface soit une spkere de rayon i . 

654. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques pro- 
positions tres simples relatives aux cercles geodesiques et aux 
svstemes isothermes. 

Considerons d'une maniere generate une surface rapportee a un 
systeme de coordonnees orthogonales, et soit 

ds* ~ A 2 du* -4- G 2 dv*~ 

la formule qui donne Telement lineaire. Si Ton designe respec- 
tivement par p w et p^ les rayons de courbure geod^sique des arcs 
A.du et C<sfo, on aura 



(33) = _, = __. 

^ p v AC du ' p M AC dv 

Supposons d'abord que le systeme soit isotherme. On pourra 
prendre 

A = = A, 

et il viendra 



d'ou Ton d^duit 



'(*) 



- r" ~~ "^ 

du dv 

En divisant par X et posant 

ds u == X <f^, J 
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on peut donner a cette equation la forme suivante 



(36) 

K ' 



, 
ds v 



qui est entierement geometrique et qui exprime que les derivees 
des courbures geodesiques des deux courbes coordonnees sui- 
vant la tangente sont e gales au signe pres. 

Cette propriete, il est aise de le reconnaitre, caracterise les 
sjstemes orthogonaux et isothermes; car, si Ton remplace dans 
Pequation precedente ds u par A.du, ds v par C dv, p w et p^ par 
leurs expressions (33), il yient 

d' 2 A _ 
dudv Q ' 
d'ou Ton deduit 

A^ j(u) ^ 

equation caracteristique des systemes isothermes. 

L'equation (36), rapprochee de la remarque precedente, donne 
naissance aux deux consequences suivantes : 

i Si une famille de courbes isothermes est composee de 
cercles geodesiques, il en est de meme de la famille isotherme 
formee par les trajectoires orthogonales. 

Supposons, en eflet, que cette famille soit formee par les 
courbes de parametre 9. Alors p& sera une fonction de c; on aura 

(? (~) 
-^=' 

et la formule (35) nous donnera 

*( 



dv ~ v< 
Done py sera une fonction de u, ce qui d^montre la proposition. 

2 Si des cercles geodesiques /orment deux families de 
courbes se coupant a angle droit } ces deux families sont iso- 
thermes. 
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Eii effet, Fequation (36) est alors verifiee, et nous venons de 
demontrer qu'elle caracterise les systemes isolhermes. 

II nous reste a indiquer quelle est la forme de Telement lineaire 
pour de tels systemes. Posons 



- = -F'(M)=-U f , = *'(^ = V. 

?f ?u 

Les equations (33) nous donneront 

"(y) "ft) 

u/ ..... = u' W = V- 

du ' f )t> ' 

d'ou, en integrant, on deduit 

(3;) ^uTT- 

Ainsi Felement lineaire est exprime par la relation 

/o<n ;, du*-*-dv* 

(38) ^2 = ___, 

dontla forme seule suffit a etablir qu'il n'existe pas, en general, 
sur une surface donnee a priori, deux families orthogonales com- 
posees de cercles geodesiques. 

653. Nous avons deja determine (n 638) les surfaces dont 
toutes les lignes de courbure sont des cercles geodesiques. Nous 
signalerons ici encore tine question non resolue. analogue a 
celle que nous avons propos^e rel'ativement a Felement lineaire 
de M. Liouville : Rechercher toutes les surfaces dont U element 
lineaire pent etre ramene de dwerses manieres a la forme (38), 
c j est-a-dire qui admettent plusieurs couples de families ortho- 
gonales composees de cercles geodesiques. 

Au nombre de ces surfaces on doit trouver evidemment toutes 
celles dont la courbure totale est constante. Nous nous contente- 
rons de rappeler ici une proposition qui a ete d^montree par 
MM. O. Bonnet et Catalan : 

Etant donnees deux droitesD et A, polaires I 3 une de Vautre 
par rapport a la sphere, tons les cercles dont les plans passent 
par A coupent a angle droit les cercles dont les plans passent 
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par D. Les deux families de cere let; ortliogonaiix am si deter- 
minces sont les plus generates que V on puisse tracer sur la 
sphere. 

On demonlre immediatemenl cetle proposition an moyen du 
lemme stiivant : 

Quand deux cercles d'une sphere sont orthogonaujc, le plan 
<le chacun d'eux contient le pole du plan de rautre par rap- 
port it la spite re. 

Ces systemes orthogonaux composes de cercles ont deja e'tr 
employes aux n os 206 el 207. On pourrait les retro over ici en ex- 
primant que Felemenl linraire (38) convient a line surface dont la 
conrbure est constante. On est ainsi conduit a line equation qni 
conlient, en meme temps que les fo nations U et V, leurs derivees 
des deux premiers ordres ct qui permettra de determiner les ex- 
pressions les plus generates de ces fonctions U et V. 
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CH1PITRE VIII. 

LES TKIAKGLES GEODESIQL"ES ET LE THEOBE.UE BE GAUSS. 

Du systeme de coordonnees polaires dans une surface quclconque. Developpe- 
ment suivant les puissances de it de la cuurbure totale et de la quantite \ qui 
figure dans I'expression 

tU- ^z dir -'- A- civ 2 

de 1'element lineaire. Distance geodesique de deux points quelconqucs. 
Son carre est developpable en serie. Calcul des premiers terrncs de cellc 
serie. Triangles geodesiqucs infmiment petits. Tiieoreme de Gauss. 
Expression de la surface du triangle. Application des resultats precedents a 
la determination de quelques inliniment petits relatifs a une courl>e quelconqmi 
tracee sur la surface. Expressions de Fare approchees jusqu'aux termes <Iu 
einquieme ordre. Etude d'une question posce par M. Christoffel : recherche 
des surfaces pour lesquelles il y a, entre les six elements d ? un triangle geode- 
sique, une ou plusieurs relations independanles des coordonnees des six som- 
mets. Travaux de MM. Weingarten et von Mangoldt. Les surfaces a cour- 
bure constante sont les seules pour lesquelles il y ait plus d'une relation 
entre les six elements; et le nombre de ces relations est egal a trois. Led 
surfaces applicables sur des surfaces de revolution sont les seules pour lesquelles 
il y ait une relation, et une seule, entre les six elements. Demonstration de 
ce dernier resultat par la consideration des triangles geodesiques infiniment 
aplatis. 



656. Considerons toutes les g % eodesiques passant par un point 
C d'tme surface donnee (Jig- 68). Nous avons vu [II, p. 407] que, 
dans une region suffisaniment petite s'etendant autour du point C, 
chaque point A de la surface est bien determine par sa distance 
geodesique u ~ AC an point C et par i'angle v que fait en C la 
geodesique CA avec une courbe fixe quelconque CH, choisie pour 
marquer Torigine des angles. 

On sait qu'avec ce systeme de coordonnees 1'element lineaire 
est defini par la formule 

( i ) d$- = du- -r- A- civ-, 

et que la cotirbure totale de la surface a pour expression 
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Si Ton porte des longueurs egales sur toutes les geodesiques 
passant en C, on obtient tine courbe fermee entourant le point C. 
L'element de Tare de celte courbe a pour valeur 



ds = I dv. 



On voit done que A doit devenir nul avec w, et, de plus, en. 
assimilant la surface a nn plan dans la region voisine du point C, 
on reconnait que le rapport de A a u doit tendre vers Funite 



Fig. f8. 




lorsque u diminue indefiniment. Mais, pour etablir ce point en 
toute rigueur et surtout pour obtenir des resultats plus complels 
sur la forme de \, nous devons donner quelques developpements 
qui sont d'ailleurs necessaires pour la suite. 
Soit 



= E dp*-*r >>. F dp dq ~f- G 



(3) 

Fexpression de P^lement lineaire rapporte a un systeme de coor- 
donnees quelconques p et q. Sijc> i? q { designent les coordonnees 
du point C, nous admettrons que E, F, G sont developpables 
suivant les puissances de p p { , q q\. Ces conditions sont 
evidemment remplies, avec une infinite de syst&mes de coordon- 
nees, pour toute region de la surface ne presentant pas de singu- 
larite. Pour plus de simplicite, substituons aux coordonnees /?, q 
les differences/? /?,, , q q { . De cette maniere, les deux coor- 
donnees du point C deviendront nulles et E, F, G deviendront 
developpables en series ordonnees suivant les puissances de p 
et de q, ces series seront convergences au mpins tant que les 
modules de p et de q n atteindront pas certaines limites deter- 
mine es. 

Ces hypotheses etanl admises, nous avons vu au n S18 
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[II, p. 48] que, si 1'on trace une geodesique passant par le 
point (jt? , #0)7 l es coordonnees/?, q d'un point qaelconque de 
cette ligne sont definies par les equations 

(4) p-^p'-^.p'^: 

ou les coefficients a, a/, a", . . . , (3, (3', (3' ; , ... sont des series, 
ordonnees suivant les puissances de p Q , q et convergentes tant 
que les modules de ces variables sont inferieurs a des quantites 
determinees. Quant aux quantites p', q 1 , elles outpour expressions 

(5) 

6 designant Pare de la geodesique compte a partir du point ini- 
tial (/>o? ?) et (^) 7 (TB) i n diquant les valeurs initiales des 
derivees de p et de q considerees comme fonctions de cet arc. Nous 
avons remarque [II, p. 49J cpe I 7 o n a 

(6) 



E, F, G etant les valeurs de E, F, G pour le point initial 
(jf? , gr ). D'apres cela, les valeurs de />, q donnees par les Aqua- 
tions (4) doivent etre regardees comme des series ordonnees 
suivant les puissances des quatre variables /? 07 yoip'i $ ! i series 
qui sont convergentes quand les modules de ces variables sonl 
inferieurs a certaines limites determinees ( { ). 

Ces r^sultats ^tant admis, supposons d'abord que le point 
(p^i ^o) coincide avec le point C; c'est-a-dlre faisons 



Alors la geodesique deviendra Pune de celles qui passent au 
point C, CB par exernple; Fare 9 deviendra la variable que nous 



( l ) Cette proposition resulte de la the"orie des equations aux derivees par- 
tielles. Car les valeurs de p et de q donnees par les formules (4) peuvent etre 
considered comme des fonctions des trois variables JD O , q Q , s definies par la double 
condition de satisfaire aux Equations ( 16) du tome II, p. 408, et de se r^duire respec- 
tivement a/> et a g pour so. II resulte alors de la the'orie ge*ne>ale que les 
series (4) seront convergentes pour des valeurs de f> , q^ et de $, c'est-a-dire 
de p' et de g r , dont les modules n'atteindront pas certaines quantites ddterminte. 
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avons appelee u\ et, si Ton suppose que CH soil la courbe de 
parametre q passant en C, Tangle 9 sera defini par les formules 
deja employees [I, p. i54] 



EO//-+-FO?' 

I CQSt; = f 2 

} 



V/E /EG/?'- ~h 2 F />' q -+- G ?' 2 

ou E , F , GO designent maintenant les valeurs que prennent E, 
F, G an point G. Comme on a aussi 



on deduit des formules (7) 

(8) 



Quant a p et a q^ ils s'expriment en fonction de p f et de 
les equations 



sin p. 

' pai 



f ->r b" '</'- + . . ., 

que Ton obtiendra en annulant dans les formules (4) les valeurs 
de p Q et de ^ - 

An mojen des equations (8) et (9), on pent exprimer p et q en 
fonction de M et de p et substituer les valeurs obtenues dans P ex- 
pression de Tenement lineaire de la surface. Si nous einplojons 
d'abord les formules (9), nous aurons des resnltats tels que les 

suivants 

E = E -+ e Q p f -i- e' q' 

(10) 



F = F 



= Go 4- 



puis 



les termes negliges contenant tous/?' ou ^ en facteur. 
11 suit de la que Pon pent e'crire 

(12) ds*~ = E dp'* 4- aF dp* dq 1 *- G ^'*-h H ^ + 2 K dp' 
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H, K, L etant des series qui ne contiendront aucun terme mde- 
pendant de// et de q f . 

Si nous substituons maintenanl dans la premiere partie 

E dp'*-- -2F dp 1 dq'+ GO dq'* 
les valeurs (8) de p r et de r/ : elle devient 



Com me Ja difference d$~ du~ doit contenir dv* en facteur, on 
aura necessairement 

H dp'* -^- 2 K dp' dq r ~ L dq'* = M dv~ \ 

ct Ton reconnait immediatement que M sera une serie, ordonnee 
suivant les puissances de u, dont tous les termes seront au moins 
(In trot si erne degre par rapport a u^ les coefficients etant des 
fnnctions entieres de sinp et de cose. De cette maniere, 1'equa- 
tion (12) prendra la forme 

ds*~ du,*--tedv* 9 
oil i'on aura 

).s= W* 
<il, par suite, 



les coefficients elant, ici encore, des fonctions entieres de sine et de 
cose. Nous allons obtenir des resullats plus precis en raisonnant 
de la maniere suivante. 

657. La courbure totale de la surface, calculee avec les variables 
primitives p et q par les formules que nous avons donne*es, esl 
evidemmenl une fonction developpable suivant ies puissances de 
p et de q. Si i'on y remplace p et q par leurs expressions en a et 
r, il est clair que Ton obtiendra un resultat de la forme 

(if) ~ =A-hBa-hCM*-K.., 

ou le coefficient de u n sera un polyn6me homogene et de degre n 
en sine, cose. 

Admettons cette conclusion, qu'il serait facile d'e'tablir aulre- 
ment. Si, dans la formule (2), on substitue les valeurs precedentes 
D. III. n 
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de \ et de RR', on obtient 1'identite 



d'ou Ton deduit, en egalant les coefficients des monies puissances 
de u dans les deux membres, 

N = o, A = 6P, B = iaQ, G-i-AP = 2oR, 



et, par suite 



A n B G AS 
N = o, P = TTJ Q = , R= 1 ? 

' 6 12 20 120 

On voit done que Ton a definitivement 

le coefficient de u* etant une constante, qui est egale an 
sixieme de la courbure totale en C changee de signe, et, d'une 
maniere genrale, le coefficient de u n etant un polyndme homo- 
gene d'ordre n 3 par rapport <& sin 9 et a cos 9. 

En particulier, les expressions de Q et de R seront 

Q = a cos 9 H- b sin (?, 



( R = a' cos 2 p -h b' sin 2 P -t- 2, c' sin v cos v, 

a ? b, a 1 ', & 1 , c? ; etant des constantes d'ailleurs quelconques. 

II nous parait tres interessant que X revte une forme aussi par- 
ticuliere, quelle que soitla surface consid^ree. II semble, en effet, 
que Ton pourrait choisir "X arbitrairement parmi les fonctions qui 
sont assujetties a Funique condition de s'annuler avec u. Mais il 
faut conclure de notre analyse que, si Fexpression de \ ne rentre 
pas dans la forme que nous avons donn^e, la surface presentera 
une singularite an point C. 

Avec Fexpression prc6dente de X, la coarbure totale sera de- 
termin^e par Pequation 

(17) ~^ f = 6P r2Q^-f-(6P2 2oR)^_ h ( I 8PQ SoS)^^..., 
que Ton obtient en appliquant la formule (2). 

658. Nous allons maintenant etudier une autre question et 
montrer que la plus courte distance ge'odesique de deux points 
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A et B pris dans la region qui environne le point G (fig- 68) son 
carre developpable en serie suivant les puissances entieres et 
positives des coordonnees /?, q et /? , q$ des deux points, pourvu 
que ces deux points soient sujffisamment rapproches de C. 

Supposons que p Ql q Q soient les coordonnees de A. Nous avons 
vu qu'une geodesique passant par ce point est definie par les deux 
equations (4). Comme on a, pour des valeurs ntilles de p 1 et de q', 



on pent re*soudre ces equations (4) par rapport a p 1 et a q r et ob- 
tenir ainsi pour ces variables des expressions 

(18) p',cj'=P(p Q , q^pp^q q<>\ 

ou le symbole P designe des series ordonnees suivant les puissances 
des quatre variables /? , q Q , p /? 0? q q$] et il resulte d'ailleurs 
des propositions generales de la theorie des fonctions que ces 
series seront convergentes tant que les modules de ces variables 
n'atteindront pas certaines limites, determinees pour chacune 
d'elles. Par exemple, si 2/ designe la plus petite de ces limites, les 
series seront convergentes pour toutes les valeurs des variables 
dont le module sera inferieur a 2,1. Nous allons montrer que ces 
series peiwent etre ordonnees suivant les puissances entieres de 
Pi #* j<b ^o et rester convergentes tant que les modules de ces 
nouvelles variables sont inferieur s a L 

En effet, si les modules de /?, q, /? , q Q sont inf^rieurs a Z, ceux 
des variables anciennes /? ? ^o? p Po? $ ?o sont certainement 
inferieurs a 2 I et, par suite, les series (18) sont absolument con-* 
vergentes. On pourra done grouper comme on voudra les termes 
de ces series sans alterer ni la convergence, ni la somme totale de 
chacune d'elles. D'apres cela, reunissons en un seul groupe, dans 
cliaque serie (18), tons les termes qui sont du meme degre par 
rapport a p Q , q Q ,p /> ? q q& ; pis developpons par la formule 
du binome les puissances des diiBferences p p , q q Q . Nous 
aurons ainsi les series (18) ordonnees suivant les puissances de 
Pi c l-i ^o? ^o et d'ailleurs convergentes, comme il fallait le demon- 
trer. 
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Si, maintenant, on porte les valeurs de //, q ! dans la formula (6) 



ou 



E, F, G sont developpables suivant les puissances de /? , q , 
on reconnaitra que 9 s est developpable en serie convergente or- 
donnee suivant les puissances de p, q, p<> 9 #o quand les deux 
points AetB sont suffisamment voisins du point C. Telle est la 
proposition generale qu'il s'agissait d'etablir. 

659. Imaginons maintenant qu'aux variables/? et q on subslitue 
les coordonnees polaires wet P. Le developpement de 9 2 deviendra 
une serie ordonnee suivant les puissances de u, U Q et dont les 
coefficients seront des fonctions entieres de sin^, cos*;, 



Les termes de degre moindre de cette se"rie s'obtiennent aise- 
ment par Implication de la m^thodc prec^dente. On trouvera 
ainsi 

(19) 6 2 =^ & 2 ~f- ul~~ zuu cos(<? PO)-H & ? 

contenant les termes du troisieme ordre et des ordres supe- 
rieurs. Mais on pourrait tablir ce resultat par un raisonnement 
a priori. En effel, lorsque u et u deviennent infiniment petits, 
Texpression de 6 2 doit se reduire. a ce qu'elle est dans le cas du 
plan, et cette simple remarque permet d'ecrire la formule prece- 
dente. Pour calculerQ, nous nous appuierons uniquement sur li- 
quation aux derivees partielles 



a laquelle doit satisfaire 8 ; consid^ree comme fonction des varia- 
bles u et 9. Le calcul se trouve beaucoup simplifi^ par les remarques 
suivantes. 

Si Ton fait w = o, on a exactement 8 2 = w 2 7 = 0. Tons les 
termes de la s6rie Q doivent done contenir u$ en facteur. On de- 
montrera de mme qu'ils doivent admettre les facteurs u et 
s ; n ^ v } et la suite du calcul montre na^me que Q doit etre 
divisible par u^u\ sin 2 ((^ P O ). Nous poserons done 

(21) 6 2 = w 2 -f- wj 
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On voit qu'il suffirait de connaitre le premier terme de 6 pour 
obtenir une expression de 6 2 exacte jusqu'au cinquieme ordre 
exclusivement. Pour determiner A, nous allons exprimer que 6 esl 
une solution de liquation (20); mais auparavant il convient de 
faire un changement de variables. 

Posons 

(22) u cost? = #, usinv=jf. 

II esl Ires facile de donner la signification geometrique des nou- 
velles variables x et y. Faisons correspondre, en effet, a chaque 
point M de la surface un point M' du plan tangent en C par la con- 
struction suivante. Sur la tangente en C a la geodesique CM, por- 
tons une longueur CM 7 egale a Fare CM; x et y seront les coor- 
donnees du point M 7 par rapport a des axes rectangulaires ayant 
leur origine en C et situes dans le plan tangent. 
Lorsqu'on substitue x et y a u et a v, les prodtiits 



deviennent despolynomeshomogenes du premier, second, troisieme 
degre par rapport a x et a y. 
Nous poserons 



(23) 

On aura 

et Felement lineaire se presentera sous la forme suivante : 

(24) d$* = dx^ -h d/r 2 -f- 2,E(x dy y dx}*-. 



La courbure totale, qui est determinee par Feqnation (17), aura 
pour expression nouvelle 



(25) 
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L'equation a laquelle doit satisfaire 6 prendra la forme 



que Ton pent obtenir directement par le calcul de A6 [II, p. 4^5]; 
et enfin F expression de 6 2 deviendra 

(27) ^=(x-x Q ^^(y~y^^r^^ 
ff designant le determinant 

(28) 7 = 3^0 JK^u- 

II ne reste plus qu'a substituer la valeur de 9 dans Fequation aux 
derivees partielles (26), et 1'on obtiendra, en supprimant le fac- 
teur o- 2 , Fequation 





a? OT .-- 
dy] 2 



qui fera connaitre A. Posons 

(29) <J, 



A/ designant Fensemble des termes de degre i. En egalant a z6ro 
Fensemble des termes de meme degre dans 1'equation pr^cedente, 
on obtient les relations 



.To) 2 ] ~ p s = o, 



qui permettent de determiner sans difficult^ les polyndmes tyi* 
D6signons par Findice superieur o le r^sultat de la substitution 



LES TRIANGLES GEODESIQUES ET LE THEOREMS DE GAUSS. 167 

de #o, v a x et a.y. On trouvera ainsi 



On calculerade meme <i 3 , i i? i 5 , .... Mais les expressions prece- 
dentes, quipermettentd'obtenir le carre de la distance geodesique 
jusqu'aux termes du sixieme ordre, nous suffiront amplemenL. 

660. Si Ton revient maintenant airs: variables primitives u et c, 
on aura, en se bornant, par exemple, aux termes du cinquieme 
ordre, 



( 3'2 ) 

_ Po ) [ 2 P -h Q z* -f- Qo %], 



Q designant ce que devient Q lorsqu'on y remplace P par P O . Si 
Ton veut d'ailleurs obtenir les termes du sixieme ordre, il suffira 
d'ajouter dans les crochets la valeur suivante de 2^ 2 : 



(33) 



~- 4- 3P 2 j MM O COS(P ~- PO) 5 ^- 



L'egalit^(32)contientletheoremequi a etc etabli parLegendre 
pour les triangles spheriques injQniment petits et qni a ^te etendu 
par Gauss, dans les Disquis it tones , a tons les triangles ge*ode- 
siques infiniment petits traces stir une surface quelconque. Gon- 
servons les notations precedentes. Soient A le point de coordon- 
ne*es u$ } ^ ? B l e point de coordonnees w, ^. Le triangle ABC 
(fig* 68) aura ses cotes composes de lignes ge"ode*siques ; et, si 
Ton designe par a, b, c, A, B, C les cotes et les angles de ce 
triangle, on aura 

u = a, U Q = b, 9 VQ = G. 
Si Ton designe ensuite par a, (J, y les valeurs de la cotirbure 
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to tale aux trois sommets A, B, C respectivement, la formule (17) 
nous donnera, si nous ne conservons que les deux premiers 
termes, 

T =_ 6P, 2=-6P-i2Qow , p= 6P i2Qw. 
On d^duil de la 
/6 

(34) { 

L'equation (3a) prendra done la forme entierement geome- 
trique 

(35) <?2 = a*-h ^-- tab cosC - 



ou 1'on neglige seulement les termes a partir da sixi&me ordre. 

Construisons un triangle rectiligne auxiliaire dont les cotes 
seront a, 6, c et designons par A, B, C les angles cle ce triangle. 
On a 

C 2 a 2^_ ^2_ ^ a l C OSC. 

En retranchant de 1'equation (35) et divisant par ab, nous 
Irouverons la relation 

a// sin 2 G . . 





cosG 



; 



exacte jusqu'au troisieme ordre inclusivement, et d'oii il resulle 
que la difference entre C et C est du second ordre. II suit de la 
que Ton pent negliger le carre de cette difference et remplacer, 
dans la formule precedente, 

cosG cosG et asin 2 C 
respectivement par 

(Go~~G)sinG et 
On obtient ainsi 



Si Ton pose 

__ ab sin GO 
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S sera Faire du triangle rectiligne auxiliaire, el Von aura 



= C-*- (a 

12 




Par raison de sy me trie, on peut ecrire les trois equations de 
Gauss 



(36) 



qui ramenent la resolution du triangle geodesique a celle d'uu 
triangle plan et qui sont exactes jusqu'aux termes du troisieme 
ordre inclusivement. Si on les ajoute, on trouve 

O;> A + B-i-C ^=^(a-f-p+Y). 

Dans le cas de la sphere, on a 



et 1'on re trouve le theorem e de Legendre. 

On pent, du reste, deduire de Texpression seule de 9 2 tons les 
elements du triangle geodesique. La formule relative a la diffe'- 
rentielle d'un segment [II, p. 4^] nous donne ? en effet, les rela- 
tions suivantes, obtenues en faisant varier successivement une 
seule des coordonnees u, 9, w > ^o? 

(38) -=cosB, ~, = cosA. -^XsinB, -r = X sinA, 
v ; du du Q ' dv dvo 

\ d6signant la valeur que prend \ au point A.(u 07 P O ). On peut 
remarquer que \ 1 sont ce que nous avons appele, avecM. Chris- 
toffel (n 633), les longueurs reduites des c6tes a et b. Desi- 
gn ons-les par A(a\ X(6); des formules precedentes, on deduit 
IMgalite 

^/ x - r> 

A(a)sinB 
v y 



d'ou il resulte que le premier membre est du quatrieme ordre par 
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rapport aux longueurs des cotes. On a done 



sin A ~~ sinB ~~ sinC 
en negligeant seulement les termes a partir du quatrieme ordre ( { ). 

661. II nous resle, pour completer les resultats precedents, a 
faire connaitre la surface du triangle geodesique. II nous suffira 



(') Les resultats que nous avons donnes dans le texte nous permettent d'obtenir 
des formules analogues a celles de Gauss, mais ou 1'approximation est poussee 
plus loin, jusqu'aux terraes du quatrieme ordre. Pour donner a ces formules 
une apparence entierement geometrique, il faut introduire les yaleurs de la 
courbure totale pour certains points du triangle, par exemple pour les milieux 
des cotes. Nous designerons par a' 7 p', y' les valeurs de la courbure totale pour 
les milieux des cote's a, 6, c respectivement. 

Les coordonnees des milieux des deux c6tes a et b s'obtiennent sans difficulte 
et permettent de calculer tres aisement les quantites a', ji'. Mais, pour obteniry', 
il faut determiner le milieu de la geodesique AB. L'equation de cette geodesique 
peut elre donnee sous differentes formes ; et, si Ton utilise, par exemple, la der- 
niere des Equations (38), on reconnait que les coordonnees u, 9 de tout point de 
AB doivent satisfaire & 1'equation 

(a) =- 



Cette equation, jointe a la suivante 



permettrait de determiner les coordonne"es du milieu de AB; mais, pour 
faire le calcul avec elegance, il est preferable de revenir aux coordonnees x et 
y qui sont definies par les formules (22) et que nous avons deja employees avec 
avantage. On trouve ainsi que, si X, Y de"signent les coordonnees du milieu de 
AB, la formule (a} nous donne 

v ., be sin A , 



e a de'signant un infiniment petit du second ordre. Par raison de symetrie, on aura 
de m6me 

_. __ acsinB . 



et Pon deduit de ces deux formules que Fon aura, comme il est aise de le ve- 
rifier, 

(b) 



les termes ne'glige's e"tant du troisieme ordre et des ordres supe'rieurs. 
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d'imiter la methode que Gauss a donnee, pour cet objet, dans les 
Disqu isit tones. 

Si Ton fait glisser infiniment peu (fig. 69) le sommet B en B' 
stir le prolongement de AB, u et v prendront des accroissements 
du, dv, et la surface S croitra de la quantite 

dS . dS j 
du 4- - dv. 
ou 09 



Ce point elant e*tabli, le calcul ne presente plus aucune difficulte. On a, en 
eflet, par la formula (a5) et en negligeant settlement les termes du troisieme 
ordre 7 

_L_ = 6P xaP, aoP,,-Hi6pa(ar J -r^), 

et de la on deduit les expressions suivantes des six courbures cherchees 
. T = 6P, 



ft = 6P iaP t 20 P 3 -i- i6P 9 a 3 , 
a'^__6P 6P t 5P 3 H- 4Pa 8 , 
T '^__6P- 6P 6Pf 5P 2 5Pi 5 



Tindice superieur o indiquant le resultat de la substitution de a? et de jr t , a 
et a y, et le symbole A designant 1'operation 



Gomme on a, d'apres les Equations (21) et (3i), 

2 2 a^> cos C 4- 2 ^ a 2 6 9 sin- G, 



on pourra eliminer les six coefficients qui entrent dans P, P t , P a et Ton sera 
ainsi conduit a la formule 






uO 



Introduisant Tangle C du triangle plan auxiliaire, on trouvera par des calculs 
faciles la relation 



(c) C-C=S[ 8a+S!5 e o +2T " ? + r l7(a+ 36 )+C ] 



qui remplace la demise des Equations (36) et qui est exacte maintenant jus- 
qu*aux termes du quatrieme ordre inclusivement 
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Or on a ici 

du = cos B ds = ds, 
du 

\r\ 

)v dv = sinB ds - c ^ s -> 



ce qui donne, pour Taccroissement dS, Fespression 



Fig. 69. 



B' 




D'autre part, cet accroissement estl'aire BCB 7 , qui a pour valeur 



ou, si Ton remplace flfo par sa valeur, 

T dO , Tw 2 Pz/ 4 Q?^ 5 I 

^ --- 1 -- _|_ ^ +..... 

X s ^^ L * 4 5 J 

En egalant les deux expressions diff^rentes de Taccroissement, 
on aura done Inequation 

/ \ ^1 ^1 J- ^ [^ " 2 P w * Off! _ 1 
(l ^ ^SJ^Xs^L^ a 4 "^~" ] > 

qui fera connailre S. 

Comme la surface s'annule avec u, u^, sin(^ P O )? nous poti- 
vons poser 



(ji) 



S = - 



et, en substittiant cette valeur de S, nous obtiendrons pour H 
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I 'equation 

( i -j- H + u -r } HO cos(p t'o) 1711$ sin(c r )!/ 4- T- -~M 

-T- I -i- 2 r COS( t> ) '{/ or -p 

r. , , Pu* -2Qw* . , ()H1 

x ( i -r- H ) r/o cos( c r ) z^ . . . -h KO sin ( (-* v v ) 

[ 2 i> Ot 1 J 



X [i taPw 2 2Qz4 3 -H 3P 2 '2Rm*~ (6PQ *2Sjw 3 + .. .] = 
On deduit de la, par un calcul que nous omeltons, 
P 'JP 

H x / a . e. \ ''' A 

== f , 

2 

J5_ 

JO 

-i- A WW 8 [3Q COS ( ( ; _ r ) _ (J I, 
10 L V ^ U " V ] 

les termes negliges etant da quatrieme ordre et des ordres stipe- 
rieurs. 

Remplacons Qz^, Q U Q par leurs valeurs tirees des formules (34) 
en fonction des conrbures a 5 p, v; puis subslituons ^r, />, C a a, 

w , r r . Nous aurons 

H= -T 






2 taai cosG), 



avec le m^me ordre d'approximation que precedemmenl. 
L'expression de S pent s'e*crire 



_ 
S = 



TT . 

(i+H). 



Remarquons d'aiJleurs qu'en negligeantseulement les termes du 
quatrieme ordre, on a 

. _ . _ f abcosC. Q ,1 

sinG = smGo i H -- - (an- {J -t- 27 ) . 

On peut done ecrire, en subslitaant cette valeur de sinC, 



174 LIVRE VI. CHAPITRE VIII. 

En remplacant H par sa valeur, on trouve 



-- -Y-- ) . 

Remarquons enfin que Ton pent, sans changer Pordre d'approxi- 
mation, remplacer zabcosC par 2<3&cosC ou a 2 -+- b'~ c 2 , ce 
qui donne la fo ramie definitive 



60 



qui est parfaitement symetrique et qui est exacte jusqu'aux termes 
du quatrierae ordre exclusivement. 

Gauss a termine les Disquisitiones en remarquant que, dans le 
cas de la sphere, la formula precedente devient 



(44) 

et pent etre remplace'e par la suivante 

sin A sinB sinG 



qui est calculable par logarithmes. 

662. La demonstration du theorme de Gauss repose entiere- 
ment sur ['expression que nous avons donnee plus haut de la 
distance geodesique. Si Ton neglige les termes du cinquieme 
ordre, cette expression prend la forme plus simple 



(46) 6 2 = w 2 4- ul~ aww cos(p P O ) +* aPw 2 w| sin 2 (f P O ). 

Nous allons indiquer quelques applications de cette formule, 
ainsi que du the"oreme de Gauss. 

Soit MM' (Jig' 70) une courbe quelconque trace"e sur la sur- 
face. Nous supposerons qu'on ait place" en M Forigine des coor- 
donnees polaires precedemment d^finies et que Ton compte les 
angles 9 en prenant pour origine la geodesique MP' tangente en M 
a la courbe considered. 

Si nous considerons un arc infiniment petit de cette courbe MM 7 ? 
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son equation sera de la forme 

(47) f = au 



rz, 6, c designant des constantes. II faut, en eflet, que 9 s'annule 
avec u. 




L'arc s de la courbe sera defini par Fequation 

d$* , dp- 

= i .+. A 2 -J- ? 
dfa 2 <3?w 2 

qui donne, par une extraction de racine carree, 

ds a" 1 - 7 , /.. 7a _ . a*\ 

__ = i _ -- ^2 _^_ 2 abtt? -+- ( 3 ac -+- 2 6 2 -f- P 2 -- jr- } 
<:/ 2 \ 8 / 

et, par suite, 

*= z*-t- ^w 3 n- M*H- (3ac-{-2& 2 -!-P# 2 ^- ) ^r- H- ---- 

O '2 \ o / J 

On deduit de la, en resolvant par rapport a u y 



- T -_ 
U'20 5 5 5 / 

Supposons que w } ^ soient les coordonne"es du point M r . Si Ton 
appelle i Tangle de la tangente en M avec la corde geodesique 
MHM 7 , on aura 
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En passant du sinus a Pare, on trouve 



= as -+ 



el, par consequent, on pourra calculer la courbure geodesique par 
la formule 



ds ,. o\ , 

= di -i ch. 

p <Ju 



On oblient ainsi 



= a a 

F 

Appelons p et p { les rayons de courbure en M et en M 7 . Nous 
aurons 

(5?,) >>.a = -^-y 6bs~ ~- --- - -- (6aP -t-izc za*)s*-}~ ---- 

Po pi Po 

Nous pouvons des a present indiquer une application. Si 1'on 
porie les valeurs de a et de bs lirees des equations prece"dentes 
dans ledeuxieme etle troisieme terme de la formule (4 9), on trouve 

(53) s -u= ~~-/ 3 - - -H (- 7 - a* ~ 
a4popi \i2o 10 

Ainsi la difference entre Pare et la corde ffe*odesique est 

^ 

Terreur commise ^tant seulement du cinquieme ordre. 

663. Supposons main tenant que Ton abaisse du point M' 
(fi* 7) une geodesique M'P' perpendiculaire snr la geodesique 
tangente en M. Soient, pour un instant, w Pare MP ; et 6 la geo- 
desique M'P 7 . On aura 



= Itr H- U% ~ 2 MM COS P +- 2 P M 2 &g Sin 2 C^, 



et, pour exprimer cjue la geodesique est normale en P ; a MP' ? il 
suffira evidemment d'annuler la derive'e de 9 2 par rapport a u : 
cela donne 1'equation 



^ = o, 
qui fera connaitre w . II resulte de cette formule que la difference 
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entre U Q et u COSP est du cinquieme ordre. On pent 6crire 

UQ ucosv 2P 3 sin-v COSP = u -4- -i- a'*u* 2Pa' 2 w ; >. 

2 24 

La substitution de la valeur de f> nous donne 



(54) 2 



a 2 3ab 



2 

En introduisantdansledeuxieme et le troisieme terme les valeurs 
de a et de b donnees par les formules (02), on trouvera 

(oo) Mr = s - ' s 3 , 



Ferreur coramise etant du cinquieme ordre seulement. 

Si Ton abaisse de meme de M une perpendiculaire geod^sique MP 
sur la geodesique tangente en M', on aura, en echangeant p et p< 
dans liquation preeedente, 

(56) M f P--=s^^^s^. 

^ } 



La combinaison des deux formules (55) et (56) nous donne li- 
quation 



Si Ton remarque maintenant que la difference 



est du second ordre par rapport a s, on voit que Ton pourra, sans 
changer le degre d'approximation, remplacer dans la parenth&se 
Po~^~ P^ P ar 2 popi? ce q u ^ donnera 



(5 7 ) MP'-t- M'P zs = - 

v J} 

1'erreur commise etant du cinquieme ordre seulement. En elimi- 

9 3 

nant enfin le terme en entre Tequation (53) et la prec^dente, 

on aura 

4 MP'-hJVTP 

(58) ^ '=3-- - 6 - ; 

D. III. 12 
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et cette expression de Tare sera encore exacte jusqu'aux termes 
du cinquieme ordre exclusivement. 

Les expressions de p et de p { nous permettent encore d'ecrire 
les formal es 



pi 



que nous nous contenterons de signaler et ou Perreur commise 
est du troisieme ordre. 

664 La valeur de MP' a ete obtenue par Tempioi de la for- 
mule (46) relative a la distance ge"odesique. On aurait pu aussi 
faire usage du theoreme de Gauss en raisonnant de la maniere 
suivante. 

Conside*rons, d'une maniere generale, un triangle geodesique 
AJBC et conservons toutes les notations pr^cedentes. Si 1'on con- 
struit le triangle plan auxiliaire dont les c6tes sont egaux a ceux 
du triangle geodesique, les angles de ce triangle, donnes par les 
formules (36) 7 auront pour expressions 



(59) \ B= B ^- 



a etantla courbure en un point quelconque du triangle et Terreur 
commise etant maintenant du troisieme ordre. Tant qu'il sera 
permit de negliger cette erreur, on pourra done trailer le 
triangle geodesique comme un triangle plan } a la condition 

Q 

d^aj outer -j- a d chacun de ses angles, 

Appliquons cetle remarque au tri angle MM'P 7 . La surface de ce 
triangle est sensiblement egale & 



La courbure totale en M est 6 P. On pourra done assimiler le 
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triangle a un triangle plan, pourvu que Ton remplace Fangle en M, 
qui est p, par v -f- #P& 3 et Tangle enP, qui est droit, par - -|- aT?u%. 

2 

Si Ton ecrit maintenant la proportion des sinus, on obtient les 

egalites 

M'P' u MP' 



s . n /7: + a p A 
d'ou Ton deduit les valeurs 



MP' = ucosv, 
M'P' = 



exactes, Tune et 1'autre, jusqu'aux termes du cinquieme ordre. 
Ces resultats sont d'accord avec ceux que nous avons donnes plus 
haul. 

665. Une methode analogue peut etre appliquee au calcul du 
triangle MM'O. La surface de ce triangle etant a peu pres la 
moitie de celle du triangle MM A P 7 , il faudra substituer aux angles 
i et v les suivants 



les termes negliges etant du quatrieme ordre au moins. Alors la 
proportion des sinus nous donnera 

OM _ OM r _ u 
sins' ~~ sin 9' ~~ sin(z v -h- v') 9 

si Ton remplace i r et v* par leurs valears, on pourra obtenir pour 
OM et OW des valeurs exactes jusqu'aux termes du qualrieme 
ordre. On trotive ainsi 

m* u b o ( a ~ c p 3 ^ 2 \ , 

OM = - 4- U?- -+- ( -jr H --- h -- - r la* H- . . . , 

2 ' 



4 

P 

7 
4 



3&n 

Q-; ) 
8a 2 / 



Si, au lieu d'ecrire la proportion des sinus, on emploie la for- 

mule 

u = OM cost/H- OM' cost', 
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on aura, par le developpement des cosinus, 1'equaiion 



' 






u - CM - OM' = OM - OM' - -r- OM ~ -i- OM f +-.., 

2 2 24 24 

oii Ton neglige seulement les termes du sixieme ordre. Calculons 
le second membre en remarquant que le calcul est beaucoup faci- 
Hl6 si on 1'ecrit sous la forme 

f /2 o'2 _ 7*'2 '* I*' 4 

( OM -i- OM') -H OM' - - - -+- OM ^ H- OM' --+.... 

V ' 2 2 24 24 

En employant les valeurs precedents de OM et de OM ; , nous 
trouverons 



\ 24 

Si Ton remplace encore, dans les deux premiers termes, a et b 
parleurs valeurs (5a), il viendra 



(61) u OM OM' = 

Ferreur commise etant seulement du cinqui&me ordre. En utilisant 
la formule (53), on voit que Ton a, au meme ordre d'approxima- 
tion, 

(62) OM-hOM'= 3s 2 u. 

II ne nous reste plus qu'a donner Fexpression de Tangle O de 
deux tangentes g^odesiques infmiment voisines. D'apres le th6o- 
reme de Gauss, on aura, dans le triangle MOM ; , 



d'ou Ton deduit 

n - 

= I -+- 9 H 



2 

Rempla^ant i et v par leurs valeurs, on trouve 

(63) = zau H 3 bu* -h ( 4c H- ^Z _ 

\ ^ 

En negligeant le troisieme ordre, on a 



(64) 

po pi 
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666. Dans la suite de cet Ouvrage, nous aurons a appliquer 
plus d'une fois les propositions generales qui ont etc etablies, 
dans ce Livre et dansle precedent, relativement aux lignes geode- 
siques. Nous terminerons ce que nous avons a dire maintenant 
sur ce sujet en indiquant rapidement la solution d'une belle 
question qui a ete posee par les travaux de M. Chrisloffel, et dans 
laquelle M. Weingarten a employe de la maniere la plus elegante 
le theoreme de Gauss et les formules (36) donnees plus haut. 

Considerons, sur une surface quelconque, un point Aetmenons 
par ce point deux lignes geodesiques AB, AC. En joignant les 
points B et C par une geodesique, on formera un triangle geode- 
sique ABC, dont nous designerons les six elements par les lettres 
a, , c, A, B, C. Ce triangle est completement defini si Ton se 
donne les coordonnees u et 9 du point A, Tangle o) que fait la 
geodesique AB avec une courbe deterininee passant par A, par 
exemple avec la courbe de parametre p, et enfin les trois elements 

AB == c, AC = 6, "CAB = A. 

Les trois autres elements B, C, a peuvent done etre regardes 
comme des fonctions bien determinees des six quantites 

bj c, A, u, P, to. 

Cela pose, il pourra se presenter quatre cas distincts : 

i Les formules quiexpriment B, C, a ne contiendront aucune 
des trois quantites u, p, to. II y aura alors trois relations distinctes 
entre les six elements du triangle geodesique; et il resulte de la 
methode precedente que ce nombre de trois relations est un 
maximum qui ne pourra 6tre d^passe. 

2 et 3 Les formules contiendront une ou plusieurs des quantites 
u, p, co; mais on pourra 6liminer u, p, to entre les trois equations 
qui exprimentB, C, <2, de maniere a obtenir soit une, soit deux 
relations entre les six elements, relations qui seront ve"rifiees pour 
tout triangle geodesique trace sur la surface. 

4 Les formules qui font connaftre B, C, a nous donneront 
pour ces- trois elements des fonctions des quantites u, p, to qui 
seront reellement independantes; de sorte qu'il n'j aura, entre 
les six elements d'un triangle geodesique, aucune relation inde- 
pendante des coordonnees de ses sommets. 
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D'apres cela, on sera conduit a la classification suivante des 
surfaces, qui a ete proposee par M. Christoffel, dans le remarquable 
Memoire que nous avons deja cite [p. no]. 

La premiere classe comprendra les surfaces pour lesquelles il 
n'y a aucune relation entre les six elements d'un triangle geode- 
sique. 

Toute surface qui n'appartient pas a la premiere classe, c'est- 
a-dire pour laquelle il y a une ou plusieurs relations entre les six 
elements d'un triangle geodesique, sera de la deuxieme, de la 
troisieme ou de la quatrieme classe suivant que le nombre de ces 
relations entre les elements sera egal a un, a deux ou a trois* 

Comme les formules qui determinent les geodesiques ne de- 
pendent que de 1' element lineaire, deux surfaces applicables Tune 
sur Fautre feront evidemment partie de la meme classe. Le plan, 
par exemple, est une surface de la quatrieme classe ; il en sera 
done de meme de toutes les surfaces developpables; et les rela- 
tions seront les monies entre les elements d'un triangle plan et 
ceux d'un triangle geodesique trace* sur une developpable quel- 
conque. De mme, nous avons vu au n 99 que 1'element lineaire 

de toute surface a courbure constante positive -^ peut etre ramene 

a la forme (16) [p. 46], qui convient aussi a une sphere de 
rayon R. II suit de la qu'il y aura, entre les six elements de tout 

triangle geodesique trace sur la surface de courbure constante ~, 
les relations fondamentales de la Trigonometric spherique, 

& b c b . c 

cos -rr- = cos K cos ~ -h sm rr sm =- cos A. 
Jtx ix ix ix K 

# c a . c . _ 

cos-g- = cos K-COS -h sin -=7 sin rr cosB, 

JtX IX IX IX IX 

c a b . a . b 

cos TT = cos cos ~ -h sin rr- sm - cos C. 

** IX IX IX IX 

Dans nn Memoire d^ja ancien (*), M. Minding a faitlaremarque 
tr&s importante, mais a pen pr&s evidente, qu'il suffit de changer 
dans ces formules R en IU pour obtenir les relations qui con- 



( 1 ) MINDING (F. ), Beit rage zur Theorie der ktirzesten Linien auf krummen 
Fldchen (Journal de Crelle, t. XX, p. SaS; 1840). 
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viennent pour tout triangle geodesique trace sur une surface a 
courbure negative. Les equations (65) se transforment ainsi dans 
les suivantes 



(66) 



ai bi ci , bi . ci . 

cos = cos cos -H sm sin _:- cos A, 
ix K K K Jtx 



bi ci ai . ci 



ai 



cos - = cos -f~ cos -f- sin sin -^ cos B, 
A. rl rl Jti it 

ci ai bi . ai . bi _ 

cos cos - cos -IT- -f~ sin -=- sm =- cos C, 
n Jtx n it n 



qui jouent, dans la trigonometric des surfaces a courbure constante 
negative, le meme role que les formules (65) dans la geometric 
de la sphere. 

Ainsi, toutes les surfaces a courbure constante appartiennent a 
la quatrieme classe. Envisageons main tenant une surface quel- 
conque de revolution que nous supposerons rapportee au systenae 
forme par les meridiens et les paralleles. Soient u et v les coor- 
donnees d'un point quelconque de la surface, u etant leparametre 
qui demeure constant sur chaque parallele et 9 I'angle du plan 
meridien passant par le point avec un plan meridien fixe. Desi- 
gnons par u Qj ^ , u {J 9^ 11%, 9% les coordonn^es des trois sommets 
d'un triangle ge*ode"sique quelconque. Les six elements de ce 
triangle seront des fonctions des six coordonnees precedentes; 
mais, comme on pent faire tourner la surface autour de son axe 
sans alte"rer les elements du triangle geodesique, il est clair que 
ceux-ci ne de'pendront effectivement que des trois quantit^s w , 
u^ u-y et des deux differences 9* ^ > <^ ^o? ^oh r en tout, cinq 
quantites. 11 y aura done au moins une relation entre les six 
elements du triangle geodesique. 

Ainsi, les surfaces de revolution et, plus generalement, toutes 
les surfaces qui sont applicables sur une surface de revolution, 
appartiendront a la deuxieme, a la troisieme ou a la quatrieme 
classe. 

667. M. Christoffeln'avaitpas pousse plus loin ces recherches : 
il n'avait apporte* aucun exemple d'une surface appartenant a la 
troisieme classe, et il s'6tait contente de d6montrer que toute 
surface de la quatrieme classe a ne'cessairement sa courbure totale 
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constante. M. Weingarten, qui a repris cette etude en 1882 (*), a 
demontre, par une niethode nouvelle, la proposition precedente 
de M. Christoffel, et II a reussi a etablir de plus qu'il n'existe 
aucune surface de la troisieme classe. 

Designons par U Q , r , u^ PI, u* , ^2 les coordonnees des trois 
sommets d'un triangle geodesique. Les six elements a, b, c 3 
A, B, C du triangle seront des fonctions de ces six coordonnees. 
Par suite, si la surface appartient a la premiere classe, ces fonc- 
tions seront independantes et il sera impossible de deplacer infi- 
niment peu le triangle geodesique sans le deformer, c'est-a-dire 
sans alterer au moins un de ses elements ; car les differentielles 
da, db, . . . des elements % sont des fonctions independantes des 
differentielles des six coordonnees et ne peuvent s'annuler toutes 
sans qu'il en soit de meme de ces derni&res, du , d9^ .... Si la 
surface appartient a la deuxi&me classe, on pourra se contenter 
d'exprimer cinq des elements du triangle en fonction des coor- 
donnees, le sixi&me sera donne par 1'equation qui relie les six 
l6ments. Si done on veut deplacer le triangle sans en faire 
varier les six elements, il suffira d'assujettir les six coordonnees 
a cinq relations distinctes. II y aura done une suite de positions 
du triangle dependante d'un sei/l parametre variable et dans la- 
quelle chaque sommet decrira une courbe. 

Si la surface appartient a la troisieme ou a la quatrieme classe, 
il y aura deux ou trois relations entre les six elements; par suite, 
on exprimera quatre ou trois elements en fonction des coordon- 
nees des sommets, les autres etant definis par les relations qui 
existent, par hypothese, entre les six elements. II suit de la que, 
si Ton veut d^placer le triangle sans alterer ses elements, il faudra 
^crire seulement quatre ou trois relations distinctes entre les six 
coordonnees des sommets. En d'autres termes, ces six coordonnees 
seront fonclions de deux ou de trois variables independantes. II 
suit de la que les coordonnees du sommet A sont des fonctions de 
deux ou de trois variables independantes, et, par suite, que ce 
sommet peut 6tre deplace d'une mani&re quelconque sur la surface. 



(*) WEINGARTEN (J. ). Ueber die Verschiebbarkeit geodatischer Dreiecke in 
krwnmen Fldchen (Sitzungsberichte der K. P. Akademie der Wissenschaften 
zu, Berlin, p. 
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A la verite, on peut objecter que les coordonnees w et ^ tie A 
peuvent ne pas etre des fonctions distinctes des deux variables 
independantes; et, s'il en est ainsi, le somniet A sera assujetti a 
demeurer sur tine cotirbe. Mais il est aise de prouver que ce fait 
exceptionnel ne peut se presenter pour chacun des trois sonimets 
du triangle geodesique. 

En eflet, si les trois sommets A, B,, C etaient assujettis a de- 
meurer respectivement sur trois courbes (A), (B), (C), leurs 
coordonnees seraient fonctions de trois parametres, par exemple 
des arcs A A, B B, C C comptes sur ces courbes a partir d'ori- 
gines fixes A , B , G . Deux au moms de ces parametres, A A et 
B B par exernple, devraient etre arbitraires, puisque la position 
des sommets doit dependre de deux ou de trois parametres dis- 
tincts. II suit de la que A et B pourraient etre clioisis arbitraire- 
ment et, par suite, que la distance geodesique AB de deux points 
A et B pris arbitrairement sur les courbes (A) et (B) devrait etre 
constante, ce qui est evidemment absurde. 11 est done permis 
d'affirmer que Fun au moins des sonimets du triangle geodesique 
peut tre deplace arbitrairement sur la surface. Cela suffit pour 
Fobjet que nous avons en vue. 

Reportons-nous aux formules (36). On peut en d^duire des ex- 
pressions de a, p, Y en fonctioa des Elements du triangle geode- 
sique, telles que la suivante 



(6 7 ) 






e ^tant une quantit^ qui est du second ordre par rapport aux 
ments du triangle. 

Supposons que la surface appartienne a la troisieme ou a la 
quatrieme classe : le sommet A pourra ^tre arnene en deux points 
quelconques A et A. { d ; une certaine region de la surface sans que 
les elements du triangle aient vari. Designons par a et o^ les 
courbures de la surface en ces points ; on aura 

3 (A AO) f B - BO) (G GO) 
o = 3 - g^ 

3(A AO) (B BO) (G GO) 

- -- - 
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Si done on designe, pour abreger, par K la quantite 



^ 3(A AO ) - (B - B<0--~(G-~ 

K. = j ......... - - 5 ' 



on aura 
(68) 



II suffit de supposer que les dimensions du triangle diminuent 
indefiniment pour reconnaitre que le rapport precedent est egal 
a Punite. Par suite, la surface a necessairement sa courbure totale 
constante. 

Ainsi la troisieme et la quatrieme classe de M.'Christoffel 
se reunissent en une seule, qui comprend uniquement les sur- 
faces a courbure totale constante. 

668. Telle est la demonstration de M. Weingarten. Get habile 
ge"ometre a essaye d'appliquer la me'me methode aux surfaces de 
la deuxieme classe; mais Femploi du the"oremede Gauss ne parait 
pas devoir suffire a la definition complete des surfaces qui appar- 
tiennent a cette classe. 

Nous avons vu que, dans ce cas, le triangle geode'sique peut 
occuper une suite de positions qui depend d'un seul parametre 
variable, et dans laquelle chaque sommet decrit une courbe (F). 
Mais il n'y a aucune raison de supposer que les courbes (F) sont 
les memes pour tous les triangles possibles et ne cnangent pas 
quandles elements de ces triangles prennent diffe"rentes valeurs. 
Du moins, la formule precedente (68) nous permet de conclure 
que toutes ces courbes (F) tendent, lorsque les c6tes du triangle 
deviennent infiniment petits, vers les courbes (C) surlesquelles la 
courbure totale de la surface demeure constante, et s'en rappro- 
chent de maniere a en 6tre distantes de quantite"s infiniment pe- 
tites du second ordre par rapport a ces cdte's. II r^sulte en effet 
de cette formule que les valeurs de la courbure totale en deux 
points distincts de la courbe de*crite par, le sommet A ont un rap- 
port qui differe de Punite" d'une quantite* infiniment petite du se- 
cond ordre par rapport aux c6te*s du triangle geodesique conside*re". 

Considerons ces courbes (C) sur chacune desquelles la courbure 
totale demeure constante. Nous allons montrer qu'elles forment 
une famille de courbes paralleles. 
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Soient, en eflfet, (C), (C 7 ), (C f/ ) trois d'entre elles, que nous 
supposerons infiniment voisines. Prenons sur ces trois courbes 
respectivement trois points infiniment voisins , b, c, qui seront 
les sommets d'un triangle geodesique infiniment petit abc. Depla- 
gons ensuite ce triangle geodesique abc, sans changer ses elements, 
de maniere que le point a, par exemple, deerive sur sa trajectoire 
un arc fini aa\ . Le triangle viendra occuper une certaine position 
a { b { C{ dans laquelle les points a {J b^ c { seront a des distances du 
second ordre des courbes (C), (C'), (C /; ) respectivement. Done si 
on les ramene sur ces courbes par les plus courts chemins, en 
substituant, par exemple, a chaque point le pied de la perpendi- 
culaire geodesique abaissee de ce point sur la courbe correspon- 
dante, on formera un triangle a*b*>c dont les sommets seront 
situes sur les trois courbes et dont les cotes ne differeront de ceux 
du triangle abc que de quantites infiniment petites du second 
ordre. On aura, en particulier, 

a 2 & 2 = a(i-i-7]) ? 

T| etant du premier ordre. II suit de la que, si Ton fait tourner ab 
autour de a, a*b*> tournera autour de a 2 ; ab et a 2 b 2 passeront en 
m^me temps par un minimum. Done les plus courtes distances de 
(C) et de (C ; ) seront les memes en deux points quelconques 
a et a<>. En d'autres termes, les courbes (C) seront paralleles ou 
geodesiquement equidistantes. 

C'est la, a ce qu'il semble, tout ce que Ton peut deduire, en ce 
qui concerne les surfaces de seconde classe, du theoreme de Gauss. 
M. von Mangoldt ( { ), a qui Ton doit cette remarqxie, a comple"t6 
les recherches de M. Weingarten et il a pu etablir par une m6- 
thode savante que la seconde classe comprend settlement les sur- 
faces de revolution a courbure to tale variable. On peut substi- 
tuer aux de"veloppements en serie donnes par M. von Mangoldt 
les remarques suivantes, qui ne sont peut-tre pas a Fabri de toute 
objection, mais qui offrent cet avantage de reposer sur la conside- 
ration d'un nouveau cas limite des triangles geodesiques. 

669. Considerons un triangle geodesique ABC, trace sur une 

( ) MANGOLDT (H. v.), Ueber die Classification der Flachen nach der Verschieb- 
barkeit ihrer geodatischen Dreiecke (Journal de Crelle, t. XCIV, p. 21; 1882). 
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surface quelconque, et supposons que, les cotes AB, AC, BC res- 
tant finis, Je sommet C se rapproche ind6finiment d'un point de- 
termine situe entre A et B. Si Ton abaisse du point C la geodesique 
CD perpendiculaire stir AB, CD sera suppose infiniment petite 
(fig. 71). II en sera de mme des angles A, B, C, si nous dtSsignons 



Fig. 71. 




par C, non Tangle du triangle, mais son supplement. On peut 
etablir quelques formules interessantes relatives a ces triangles 
parti culiers. 

Si Ton eleve en A la geodesique AE, perpendiculaire a AB, 
elle pourra tre aussi regarde'e, sans erreur sensible, corame nor- 
malea AC; et la definition meme de la longueur reduite nous 
donnera les relations 



[AC], [AB], [BC] designant, d'apres.nos notations (n 633), les 
longueurs reduites des trois cotes. En introduisant pour les c6tes 
les notations habituelles, nous avons les formules 



(70) AE = [cJB = A, 

L^J 

ou h d^signe la perpendiculaire CD. A ces deux Equations, on 
peut joindre la suivante. 

D6signons par/) la perpendiculaire abaiss6e d'un point de AC 
sur AB et par q la perpendiculaire abaiss^e d 7 un point de BC; p 
et y, consid6res comme fonctions de la distance u de leur pied 
au point A, sont deux solutions particulieres de liquation 
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si souvent employee auGhapitreV; et nous avonsvu(n 627) que, 
si Ton subslitue a la geodesique AB le cliemin forme des geodesi- 
ques AC et BC ? la variation de longueur aura pour expression 

(72) AC -t- CB AB = b -4-e a = qp'^-pq 1 . 

Le binome qp 1 pq r est une constante, donton peut calculerla 
valeur pour tel point que Fonvoudra, par exemple pourle point 
A. On a alors p = o; le triangle infiniment petit AHK donne 

y=A. 
D'ailleurs, d'apres Fequation (70), on a 



La substitution de ces valeurs de p, p f 7 q dans la formule pre- 
cedente la transforme dans Tequation suivante 



ou 1'on connatt la signification geometrique de chaque terme. 

670. Telles sont les relations que nous allons appliquer an 
probleme propose. A cet efifet, nous supposerons que la surface 
soit de seconde classe, c'est-a-dire qu'il y ait une relation, etune 
seule, entre les six elements de tout triangle geodesique dela sur- 
face. Mettons cette relation sous la forme 



a = f(a, &, A, B, C), 

et supposons, comme plus haut, que le point C se rapproche de 
AB d'une maniere d^termin^e. 

En divisant par A x B les deux membres de liquation pr6ce- 
dente etremplaQant dans le second membre A, B, C par leurs va- 
leurs deduites des formules (69), on aura 

b^c-a _ \a}[b} 
AxB -- 



Lorsque h tend vers zero, le premier membre tend vers une 
limite determinee [c~\ ; il faut done qu'il en soit de mme da se- 
cond. On reconnatt aisement que la limite de ce second membre 
est de la forme 
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et ne peut, par suite, se reduire idenliquement a [#]. En F^galant 
a [c], on aura done necessairement une relation 

(74) F(a, Ma], [*], [c]) = o, 

ou F a une forme tout a fait determinee. Nous obtenons ainsi la 
propriete suivante de toute surface appartenant a la seconde 
classe : 

Si I'on prend sur une geodesique quelconque trois points A, 
B, C, ily aura necessairement une relation independante des 
coordonnees des points A, B, C entre les segments AB, BC et les 
longueurs reduites [AC], [BC], [AC]. 

Pour traduire geom^triquement cette proposition, nous remar- 
querons que, si Ton se sert de Fequation diflerentielle (71) pour 
developper en seriela longueur r^duite d'un segment AB, on troti- 
vera 

rAt>i S * r^ 4 02 3a" K 

fABI r=5_a-r a f -- 1 -- s 5 -h..., 

L J 6 12 120 

s etant la longueur AB; a, a', a r/ designant la courbure totale et 
ses d^rivees successives par rapport a Fare, calculees pour le 
point A. 

Cette formule permet d'obtenir ais^ment les longueurs re- 

duites 

[AB], [AC], [BC]; 

niais, pour simplifier le calcul, nous supposerons que I'on ait 
AC = GB, c'est~a-dire a = b, 

On trouvera alors, en designant par s la valeur commune de a et 
de 6, 



rxm r i , s 

[AC]=[a]= s a-^-a' -- \ 

L J L J 



-^- -- 

6 12 120 

a 2 



a et ses deriv^es ^tant calculees pour le point A. 

En substituantles expressions prec^dentes dans la relation (7 4) 
et faisant tendre ensuite s vers zero, on obtiendra^videmment une 
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relation 

(75) *(*,', a"; =o 

eatre la courbure totale et ses deux premieres derivees par rapport 
a Fare. Cette relation, qui aura lieu en chaque point de la geode- 
sique, sera d'ailleurs la meme pour toutes les geodesiques de la 
surface. 

671. Si Ton rapproche ee resultat de ceux que nous avons 
deja obtenus, on reconnaitra aisement que la surface est appli- 
cable sur une surface de revolution. Choisissons, en effet, le 
systeme de coordonnees curvilignes forme avec les lignes a cour- 
bure cons tan te et leurs trajectoires orthogonales. Comme ces tra- 
jectoires sont, nous Tavons vu plus haut, des geodesiques, Fele- 
ment lin^aire sera reductible a la forme 



et Ton aura de plus 

JL _ I 
RR' " G da* " 

En exprimant que RR A ne depend que de u, on serait conduit a 
la forme suivante de G 



"- 

ou U designe une fonction de u et V une fonction de p, et qui 
convient a des surfaces bien plus generates que les surfaces de re- 
volution. Mais nous laisserons ce point de cdte pour le moment. 
Si Ton remplace, dans 1'equation (75), a par une fonction deter- 
minee de w, elle se ramene a la suivante 



ou <p est aussi une fonction determine et qui convient a toutes 
les geodesiques de la surface. 

Considerons, en particulier, les geodesiques tangentes aux dif- 
ferents points de 1'une des courbes de parametre M O? que nous 
designerons par (C). Si M est tin point de cette courbe, la geode- 
sique tangente en M donnera lieu, dans le voisinage de ce point, 
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a F equation 



ou 
qui 

. 72 



2p 

u p ddsigne le rayon de courbure geodesique de (C) en M, et 
ui resulte immedlatement de Finspection du triangle MPQ dans 

a/Z#. 72. 

Fig. 72. 




On aura done, au point M, 

du 

W = tt03 _ = , -^r = p; 

si Ton porte ces valeurs dans Fequation (77), on reconnaitra im- 
mediate men l que la courbure geoddsique en M est une fonction 
dtermine de u et qu'elle est, par suite, constante en tous les 
points de (C). 

Ce resultat nous suffit pleinement. II est, en effet, tres aise de 
demontrer que, si une famille de courbes paralleles est formee 
de cercles geodesiques, la surface est applicable sur une sur- 
face de revolution de telle maniere que ces cercles geodesiques 
et les paralleles de la surf ace de revolution soient des courbes 
correspondantes. 

Cette proposition s'etablit immediatement : il suffit de remar- 
quer qu'elle se traduit par Tequation 

is -'<> 

ou # est une fonction d^termin^e de u. L'integration nous donne 
la forme suivante de C 



qui convientaux surfaces de revolution. 
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LA DEFORMATION DBS SURFACES. 



CHiPITRE I. 

LES PAKAMETRES DIFFERED TIELS. 

Kormules elementaires relatives a deux courbes tracees sur une surface. De- 
finition des parametres differentiels du premier ordre A^, A (9, ^), 6(9, <j>). 
Paramelre du second ordre A/J; metliode de M. Beltrami; formule analogue 
a celle de Green. Expression du rayon de courbure geodesique d'une courbe 
au moyen des parametres differentiels. Les formations de M. Beltrami per- 
mettent d'obtenir tous les invariants differentiels de Pele'ment lineaire. 
Emploi des parametres differentiels dans la solution de divers problemes ou 
il s'agit de ramener 1'element lineaire a une forme speciale. Calcul des pa- 
rametres differentiels des fonctions les plus simples. De 1'emploi de 1'inva- 
riant du second ordre dans Fetude du probleme de la representation conforme 
et des systemes isothermes. Demonstration, due a M. Beltrami, du theoreme 
de Gauss relatif a I'expression de la courbure totale. 



672. On sail toute 1'importance du role attribue aux deux pa- 
rametres difFerentiels du premier et du second ordre de Lam^, 
soil en Physique math6matique, soil dans la theorie des coordon- 
nees curvilignes de Fespace. M. Beltrami, dans une serie de beaux 
travaux qui remonte ^ i865 ( 4 ), a conslilue pour les surfaces une 



(*) Voir BELTRAMI, fticerche di analisi applicata alia Geometria (Giornale 
di Matematiche, t. II; i865). 

Sulla teorica generate dei parametri differencials (Memorie della Acca- 
demia delle Scienze delV Istituto di Bologna, s^rie II, t. VIII; 1869). 

Delle variabili complesse sopra una super fide qualunque (Annali di 
Matematica, se>ie II, t. I, p. 829; 1867). 

Zur Theorie des Krummungsmaasses (Mathematische Annalen } t. I, 
p. 5 7 5; 1869). 

D. III. i3 
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iheorie analogue et non moins ulile, en suivant les idees et ies 
methodes deja appliquees dans le cas de trois dimensions. C'esi 
cette tlieorie que nous allons maintenant exposer, afin de com- 
pleter F ensemble des notions fondamentales qui apparaissent dans 
la solution des difierents problenies de la theorie des surfaces. 
Prenons Feiement lineaire sous la forme de Gauss 

{ , , ds' 1 -- E du- -i- a F du dv -- G r/r 2 , 

cl soil 

<pV w 9 ) ~~ const. 

['equation (Tune famille de courbes. Si Fon designe par da, dv Leb 
differentielles relatives a nn d^placement sur celle des courbes 
de la famille qui passe an poinl (zt, ?), on aura, comme on sait 7 



ds ' Hv'A<p dv 7 ds 
H, ACD designant les expressions suivantes, deja employees, 

(3) H=^/EG~~F*, 

E($V--'*F; S-hGfS 

(' f ) A? ^: 



H2 

Le signe attribue", dans les formules (a), an radical y/Acp cor- 
respondra an sens snivant lequel on se d^placera sur la courbe. 

Imaginons maintenant que Pon se deplace a partir du point 
considere suivant une autre courbe de la surface et repr6sen- 
tons par la caract&ristique 8 les differentielles relatives & ce 
nouveau deplacement. Si Fon designe par w, w f les angles qui de- 
Lerminent les tangentes aux deux directions considerees, to se 
rapportant a la courbe (cp), nous aurons (n 496) 

, dv du Zv 

sm(a> w > Jd 



E du o^ -f- Ff du SP -4- dv %u) -f- G 
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ou, en substituant les valeurs de dff, <:/r, 

05 sin (to to') = 



05 cos ( 01 to' } 




do 



oV I . 



La premiere de ces formules pent s'ecrire 



V 1 " V-^Y O5?m(co' o)j 

et, comme toutes les qnantites qui figurent dans le second membra 
ont une signification absolument independante du choix des va- 
riables u et v, on reconnait imm^diatement que Acp est un inva- 
riant dont la valeur demeurera la meme pour la meme fonction cp 
et le meme point, quel que soit le syst&me de coordonnees auquci 
on rapporte la surface. 

Le second membre dePequation (6) peut trelegerement titans- 
form6. Remarquons, en effet, que 

o^ sin (to' to) 

est la projection du displacement Sssur la normale a la courbe (cp), 
le sens des projections positives correspondant a Tangle to -j- - 
En designant cette projection par o/i, on aura done 



Si Ton suppose que le displacement ait lieu efFectivement sui- 
vant la normale ? on reconnait que y'A's est la derivee de o suivant 
la normale, Cette propricte a deja etc etal)lie d r une maniere ge- 
nerale au n (> S72. 

Toutes les fois que la fonction cp satisfait a liquation 
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nous avons vu que les courbes (cp), obtenues en egalant la fonc- 
tion a a ime constante, sont paralleles les unes aux autres etl'on 
pent ajouter que cp cp designe la longueur qu'il faut porter sur 
les geodesiques norm ales a Tune d'elles (cp ) pour obtenirles diffe- 
rents points de la courbe (cp). Plus generalement, si cp satisfait a 

1'equation 

A?=F( ? ), 

F(o) designant une fonction quelconque de cp, on aura encore une 
iamille de courbes paralleles; car, si Ton pose 



i] vient 



et, par cons6quent, les courbes (cp') on, ce qui estla meme chose, 
les courbes (cp) seront paralleles. 

II ne sera pas inutile d'examiner le cas ou la fonction cp satisfait 
a liquation 

(9) A<p = o. 

Alors, si Ton se deplace sur la courbe (cp), on aura 




-~ 

<Ju do 



et, comme Pequation en cp ne contient que le rapport des derive'es 
de cp 3 on pourra eliminer ces derivees, ce qui conduira a liquation 



4- 2 F d u dv -+~ G dv* = o. 

11 j a done deux families pour lesquelles la fonction cp satisfait 
a I'equalion (9) : ce sont les deux series de courbes de longueur 
aulle; cbacune d'elles peut etre conside're'e soit comme formee de 
lignes geodesiques (n 517), soit comme compose'e de courbes 
paralleles. 

673. Du parametre differentiel Acp, nous pouvons, en appliquant 
une methode generale, d^duire d'autres invariants se rapportant 
a deux fonctions. Si 1'on y remplace cp par cp-j-)^, X de'signant 
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une constante quelconque, on obtlendra un resultat de la forme 

A(o 4- A6 ) = As -^ aB A ~- A'> A 2 . 



Le coefficient de 1 sera evidemment un nouvel invariant que 
nous designerons par A(cp, i). Le developpement des calculs nous 
clonne 

F ^JL ^ F ^ ^ -j- ^ -^ 1 j- r ^ ^ 

. , , , dv cfr \ d?^ tfr ' dt-' dw / " du <)u 

.10, Af ? ,^}= - ' EG-F* -- 

On voit que, pour i = cp, A(o, i) se reduit a Acp. 

On pent encore elablir 1'ex.istence du nouvel invariant de la 
maniere suivante. Imaginons que, dans les formules (5), ou, or 
se rapportenl a un deplacemenfc sur une courbe de la famille 

4*(w 7 P) = const. 
En appliquant les formules (2), on aura 



et la substitution des valeurs de ow, or dans les formules (5) nous 
donnera 

. , . du dv du dv 

sm( co to ) = 



, , . 

cos ( co co) = - _ . 
/Acp 

Ces relations mettent d'abord en evidence la proprie"te d'inva- 
riance du symbole A(o, ^); mais elles nous conduisent egalement 
a un nouvel invariant que nous designerons par (<p, A) et qui a 
pour expression 

i /do fib do db 
(ra) 



Les formules (i i) s'ecrivent alors de la maniere suivante : 

8(, <l) , A(o, tl/) 

(n)' sin(co f co) = =-. _ > cos (to' co) = ' ' _ ; 
y Acp y Ad; /Acp y A^j; 

II resulte immediatement de ces relations que, si 1'on considere 
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les deux courbes dclJnies par les equations 

cp = o, <!/ = o, 

el u n point conimuu a ces deux courbes, la condition pour qu'elles 
soient tangenles en ce point s'exprime par la relation 

B( o, t!/ ) = o, 
el la condition pour qu'elles soient orlhogonales, parl'equation 

A ftp, d/; = 0. 

Les formulas (i i / nous conduisent immediatement a Fidentitc 



On rencontre ici, pour la premiere fois, un fait qui se presents 
frequemmentdans les theories analogues. Les invariants que nous 
avons iniroduils ne sont pas distincts, et Ton pourrait exprimer 
B(cp ? A) en fonction de Ay, Ai et A(cp, A); mais 1'expression ainsi 
obtenue serai t irrationnelle, et Ton ne peut se dispenser de con- 
server 0, sauf a tenir compte de la relation (i3). 

674. Nous allons maintenant definir le parametre differential 
du second ordre. Pour cela, nous considererons avec M. Beltrami 



Fintegrale double 



11 = /" /A(<p, )/) dv = f f^ ( - <?> 



du 



etendue a une portion simplement connexe de la surface, limilee 
par un contour (C). Si 1'on pose 



('4 



I.'inU'grale deviendra 
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Ecrivons-la sous la forme suivante 



M&) <*(N<in 

L_ _j -- ! - L_ 

Ou dv J 



-- _ _ -- - _ 

Ou dv J ./ ./ ' \du 



et appiiquons la formule de Green a la premiere inlegrale du 
second membre. Nous aurons evidemment 



N du) - - f /V - ) 
J J ' \du dv J 



FiiHegrale simple etant etendue au contour (C), parcouru dans 
un sens convenable. 

Or, d'apres la seconde formule (5) et d^apres les valeurs de ^1 
et de N, on a evidemment 

M dc N du - - ds cos ( co - - u)')v'Acp, 

to et to' de"signant les angles formes en chaque point avec I'axc 
des x du triedre (T) par la tangente a la courbe cp == const, et la 
tangente an contour limile (C). Introduisons a la place de o> ; 
Tangle co f/ 



qui determine la direction de la normale au contour, dirigee vers 
Fint^rieur de Faire. On aura alors 

M dv N du --- - ds sin (to" to ) v/A<p- 

D'autre part, si 1'on suppose que I'on parcoure un chemin infi- 
niment petit SA dans la direction de cette normale, la formule (6) 
nous fera connaitre la d^rivee de Q relative a ce d^placement 

Jn ^ >nl ^ w "~ w )v A ?- 
Nous aurons done 

<*? ^ 
M dv N du = p- ds, 

d/i 
La formule (i5) prend alors la forme 

( i G ) ii - 
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on encore 



C ^^ MM d ^\ d* C^ d ? j C A/ I,/ 

/ I &l L. __- = _./ tj, _.-<&--/ / A (o, d> </j; 

J J '\0u dv ) H J ' d/i J J ' ' 

et, par suite, 1'integrale double dti premier membre, qui s'ex- 
prime en fonclion de quantites absolument independantes dti 
choix des axes, est un invariant. II en sera evidemment de meme 
de Felement de cette integrale; si done nous posons 



- 1 ( d *L 

'" H \~dii 



ou, en deveioppant ies calculs, 



U7) 



G T - - F "T 

(>f/. 6/P 



H 



L 
I 



H 



la fonction A 2 cp sera un invariant, lineaire par rapport aux deri- 
vees de <p, et laformule (17) pourra s'6crire sous la forme abregee 



(18) 



Nous avons suppose que Taire 6tait limitee par un seal contour 
et que Ies derivees de cp et A etaient continues a Tinterieur de ce 
contour. Si nous avions a considerer une aire limitee par plu- 
sieurs contours, il suffirait de remplacer 1'integrale simple qui 
figure dans la formule par la somme des integrates analogues 
relatives a tous Ies contours. Si Ies conditions de continuity 
cessent d'etre realise*es pour des points ou pour des lignes, on 
entourera Ies regions ou se trouvent Ies discontinuifce's par des 
courbes que Ton joindra a celles qui limitent 1'aire consideree. 
Nous n'insisterons pas snr toutes ces remarques qui ont deja 6te 
presentees a propos du theoreme de Green (n 644). 

67o. Nos s demonstrations supposent essentiellement le change- 
ment de variables reel; mais il est clair que Ies proprietes d'inva- 
riance subsistent m^me quand on emploie des coordonnees ima- 
ginaires. II suffit, pour s'en rendre compte, de remarquer que Ies 
propositions 6tablies sont susceptibles d'une verification directe 
par Je calcul alg^brique, et il tombe sous le sens que cette 
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iication est absolument independante de la realite ou de 1'imagi- 
narite des variables ou des equations. 
Une fois obtenus les deux invariants 

A?, A 2? , 
on pent en deduire une foule d'autres 

AAcp, A(o, Acp), 6(cp,Acpi ..... 

Les trois invariants nouveaux que nous venons d'ecrire sont tous 
les trois du second ordre. En voici d'autres du troisieme 

AAAcp, AA(cp,Acp). A e(o, Acp\ A 2 Acp, AA 2 cp, ____ 

Nous verrons plus loin que les formations precedentes donnent 
lous les invariants; mais nous reeonnaitrons encore, dans 1'etude 
d'un probleme important, qu'elles ne les donnent pas tonjours 
sous la forme la plus simple. 

676. Avant d'aborder les theories g^n^rales qui reposent sur 
I'eraploi des parametres differentiels, nous allons monlrer com- 
ment ils peuvent intervenir utilement dans 1'etude de quelques 
questions particulieres. 

Considerons d'abord une surface rapportee a un sjsteme de 
coordonnees rectangulaires. Si le carre de T^lement lineaire est 
pris sous la forme 



le rayon de courbure geod^sique des courbes p=--- const, est d^ter- 
mine par la formnle 



JL 
AC 



et il doit tre porte, s'il est positif, du c6te ou 9 augmente. Or 
on a 



A2t? "~ AC dv \C) GS fa Cp 

et, par consequent, 

i dC 
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on, en remplagant el C par leurs ^aleurs lirees des rela- 
tions precedences, 

I A 2 i> i A(p, Ao) 



Cette ibrmule, ne contenaulplus que des invariants, sera appli- 
cable dans tons les cas. Par suite, le rayon de courbtire geodesiqne 
d'une courbe represeniee dans un systeme queleonque de coor- 
donnees par 1'equation 

Cp ( U, P ) =; O 

sera donne par la formal e 

i A 2 e> i A( o, Acp ) 

I 9 ) - _ _. -, r-, 



le sens posilif du rayon etant celui pour lequel d<? esl positif ( l ). 
On deduit de Pequation pr^cedente que, si la famille de cour- 
bes (cp) est formee de lignes geod^siques, la fonction cp doit satis- 
faire a Vequation du second ordre 

(20) j A(cp, Acp) -- ^Acp A 2 cp ^z o. 

Supposons maintenant que Ton donne deux fonclions cp ? fy el 
que Ton demande de calculer Faccroissement de A quand on par- 
court un chemin infiniment petit sur la courbe 

cp(w, r'i const. 

Les differentielles du, dv relatives a ce d^placement onl etc 
calculees plus haut ; on a trouve 

du i do dv i ^ 



II viendra done 



du ds dv ds 



(*) BELTRAMI, fticerclie, art. XXI. el Mathenialische Annalen } L 1, p, 079. 
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Proposons-nous, par esemple, etant donnee une courbe (cp), de 
calculer la derivee de la courbure geodesique par rapport a Tare 
quand on se deplace sur cette courbe. On calculera p par la for- 
mule (19), et Tapplication de la formule precedente clonnera en- 
suite 

( $1 ) L ^^ .*'..-* L. . 

ds y 'io 
On calculerait de merae les derivees suivantes de p. 

677. Soient maintenant cp et i deux fonctions distinctes. Sup- 
posons que 1'on determine un point de la surface par les valeurs 
de cp et de A, le carre de Felement lineaire prendra la forme 

ds- - : E dt' 1 2 F d's d'l - G d<l>~. 

11 est aise de voir que Ton pourra expritner E, F, G en fonclion 
des invariants du premier ordre de cp et de i. En efifet, si 1'on cal- 
c.ule ces invariants, on aura les trois equations 

^ = EG?:I> ^ = m-^ W)= vtti' 

(jui peuveni eti'e resolues par rapport a E, F, G, et nous donnent 



E= 



G = ,- 



Acp Atj> A 2 (cp, 



_^ 
Ao A^ A*(9, ty) 

I^e carr^ de Pele*ment lineaire aura done pour expression 

Ad/ r/o 2 2 A ( o , ^ ) dxp ^ -r Ao d'ty- 
(2-Ji) r/A' 2 = - * . . : , 4 - - ' -. ------- ; 

' .AcpAtj; A 2 (cp,^; 

le de"nommateur, qui est -(cp, ^), ne sera pas nul tant que les 
fonctions cp et ^ seront distinctes. 

Cette expression de l'ele"ment lineaire va nous permettre d'e~ 
tablir une proposition que nous avons annoncee plus haut et de 
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montrer que tout Invariant compose avec les coefficients E, F, G 
et leurs derivees, nontenant d'ailleurs une ou plusieurs fonctions 
o, A, ... et leurs derivees jusqu'a un ordre determine, peut etre 
obtenu a I 7 aide des symboles A, de M. Beltrami. 
Soit, en effet, 



~, 
du 

une telle fonction. Les coefficients E, F, G, nous venons de le 
voir, s'expriment d ; une maniere simple au moyen des trois para- 

metres 

Azi. Ap, A(M, P). 

D'ailleurs, si X designe une fonction quelconque, on a, d'apres 
la definition me'me de 1'invariant , 

C/A. TT , > , OA 

j- = Hea,P), --= 

11 suit de la que toutes les derivees ? et par suite Tinvariant I, 
peuvent s'exprimer au moyen des symboles A, applique's un 
nombre suffisant de fois aux. fonctions 

u, c, o, <\>, 

II suffit done, pour demontrer immediatement la proposition 
que nous avons en vue, de supposer que Ton a pris pour les va- 
riables u et 9 deux des fonctions o n i, ... qui entrent dans Fin- 
variant. 

S'il entre une seule fonction v dans cet invariant, on pourra 
lui adjoindre et prendre pour A un de ses invariants, par exemple 
Ay ou A 2 'f>. Tous les invariants d'une seule fonction peuvent done 
ire obtenus par Femploi simultan^ et repete des operations A et 
A 2 , appliqu6es a cette seule fonction. 

678. Parmi les questions dont la solution peut tre rendue 
plus facile par 1'emploi des invariants, on peut encore signaler la 
suivante. 

Supposons qu'^tant donne~e une surface, on propose de mettre 
son element line"aire sous la forme 

(a) dp dg - 
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oil f, cp, i sont des fonctions donnees et conhues de a, mais 011 a, 
/> et q sont trois fonctions a determiner. On reconnaitra imme- 
diatemeut que, si Uelementlineaire est donne sous Ja forme 

ds* = E du* -7- 2 F da dv T- G cfo 2 , 
a ; p Qt q doivent satisfaire aux trois equations simultariees 



F =/,, e f 

^ M ^^ \^w 

d P\ 2 / - dp dq ., fdq\* 

-L.} -. 2C> ( a ) r Z, -Z -f-^(a)( -ri ) > 
dv ) ^ dv dv l \ dv ] 

dont Fintegration donnerait la solution complete du probleme. La 
theorie des parametres difFerentiels permet de former une equa- 
tion du second ordre a laquelle satisfera 1'une des inconnues/), q 
et qtii remplacera le systeine precedent. 

On a, en effet, en prenantl'element lineaire sous la forme ( 



ou, si Ton designe le second membre par y (a), 
(25) ^^/Ja). 

11 \ient ensuite, en regardant a comme exprim^ en fonction de /> 

et de q, 

doc <^a 



i 

. ..... 

- ? 2 J 



et eniin 



L'elimination de a, -v~, j- entre les quatre Equations (a5) 5 (26) 

el (27) conduira a une relation entre les invariants dep, qui pourra 
cnsuite e"tre ^crite avec des variables quelconques et sera pre- 
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cisemenll'equationdu second ordre cherchee. Le calcul se slmplifie 
beauconp si la fraction o est nulle. 

Comme premiere application, proposons-nous de ramener Tele- 
ment lineaire a la forme 

( 28 } ds* - y.( dp* ~ - dq-). 

Nous trouverons immediatement c[iiep doit satisfaire a I'equation 

A 2 /> =r o. 

[Nous reviendrons plus loin (n 681) sur ce resultat. 

Envisageons maintenarit la forme suivante de Fele'ment lineaire 

( 29 ) ds* - ~ cos 2 a <r//? 2 ~~ sin 2 a dq*. 

lille correspond a une decomposition de la surface en rectangles 
infiniment petits dont les diagonales sont toutes egales on, si Ton 
supprime les cotes de ces rectangles en laissantles diagonales, a 
une decomposition de la surface en losanges dont les cotes sont 
tons egaux. On a ici 

'>, sina da i da. 



-- -~j . A/?) = - r - j 2 - ----- ~- T ~ 

cos 2 a cosa dp smacos^a dp 

el, par suite, 

(3o) A(/?, A/?)--- 2A 2 /?(A/? i). 

Telle est I'equation du second ordre dont dpendra la solution dti 
probleme. Remarquons que, si 1'on effectue, dans la form ale (29), 
la substitution lineaire 



on oblient la forme 

( 3 r) ds* ~ dp'^ - 1 dq 1 * H- r i cos 2 a rtfp' </^r', 

identique a celle que nous avons rencontree dans Tetude du pro- 
bleme de M. Tchebycheff [p. i3a]. 

Nous e'tudierons enfin la forme suivante 

( 3'2 ) ds* a d* 






qui se pre'serile dans la iheorie des Cartes geograpliiques. Si Ton 
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fait correspondre a chaque point de la surface le point du plan 
dont les coordonnees rectangulaires sont p et q, on aura une re- 
presentation plane de la surface dans laquelleles aires serontcon- 
servees et, de plus, on pourra former un systeme orthogonal avec 
les courbes de la surface qui correspondent aux droites du plan 
paralleles aux axes coordonnees. On peut encore caracte'riser la 
forme precedente cle \ element lineaire en disant que la surface 
peuL etre partagee par les lignes coordonnees en rectangles qui 
ont tous la me" me surface. On a ici 

I \ d'J. I dx 

\p - , A ( p. Ap ) ~ ? A 2 /> r ? 

r a ^ ' ^ a 3 dp r a 2 dp 

c,e qui donne pour p ['equation 

(33) A(/>. A/?) = \p A s /?. 

Dans le cas des surfaces developpables, cette equation se transforme 
aisement en une de celles que nous avons etudi^es au Livre IV. 

679. Nous indiquerons maintenant comment on calcule les in- 
variants des fonctions les plus* simples. Signalons tout d'abord les 
formules suivantes que le lecteur etablira aisement 



df dv 

9)= -f -i. 
T/ da da. 



f )*f &f 

:- Aa H- . . . -f- 2-r-^A(a, 



les termes non Merits se d^duisant de ceux qui figurent dans les 
seconds membres par de simples permutations. Ces identites per- 
mettent de calculer les invariants des fonclions composers quand 
on connait ceux des fonctions simples a, [3, .... 

Supposons la surface rapportee <i ses lignes de courbure ; de*- 
signons par x^ y, z les coordonnees du point de la surface par rap- 
port a des axes fixes et par a, a', d 1 \ b, b 1 ', b" '; c> c' , c" les neuf 
cosinus qui d^terminent la position du triedre (T) par rapport aux 
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axes, OQ aura, comme on sait, 



i dx 

___ ^j; ( 

du 



- ~ = d , 
A du 



A T U = a ' 



(35) 



(36) 



toutes les notations du Tableau V [II, p. 386] etant conservees. 
Ges formules permettent de calculer les valeurs suivantes des in- 
variants: 



I &Z? 7 


i dy 




i ^ 


h 








G rJP ' 


G f>P 




C C)P 


t)r _ dc 


dy 


_ dc' 


<)5 


-^- R = o 
(j^^; ' dz/; ' 


d^ ~ 


R - =o, 

du 


dw 


dx ^ r dc 

-~ -r R -- = 0. 
(JV 0V 


^7 , 
dp ' 


R'-' = o. 


dv ~ 



(3 7 ) 



, ___ 

R2 1V'2 ' 

. a' a' b' b" 



"R 



bV 

W 



ba' ab' 



Introduisons maintenant les distances de Forigine an plan tangent 
et aux plans principaux : si nous les d^signons respectivementpar 
P, Q, Q ; , on aura 

I P = c# 4- C'JK -r c"~, 
(38) Q ^ax-*-a'y+>a*s, 

( Q' = # -i- fi'j -r ^-s. 

L'application des equations (34) et (87) nous donnera 



(39) 



t/rfc 

A(P, c)= + > 



R 



Dans ces formules figurent seulement les invariants du premier 
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ordre. Pour caiculer les parametres differentiels du second ordre, 
il faut se rappeler qae les derivees premieres des neuf cosinus peu- 
vent s'exprimer en fonction de ces cosinus et des rotations dont 
les valeurs ont ele deja donnees au Tableau V. On a, par exemple, 

JL L.(H \ i d /A d.v 
2<r ~ AC 4u\\ J^y" 4 " AC c)v\C ~^ 



a dC h i>\ i i 

= AC Tu + AC ^ + ^(br-cg,^ -(c Pl -ar t ), 

ou, en remplagant les rotations par leurs valeurs et faisantles re- 
ductions, 

> 

Gette remarquable formule, signalee depuislongtemps parM. Bel- 
trami, montre que, dans les surfaces minima, toutes les sections 
par des plans paralleles fonrienl une famille isotherme (n 209). 
On trouvera de me me 



(40 



i 

IT- 



Si Ton applique maintenant les formules gen^rales (34), on 
obtiendra les deux relations 



(42) 



/d/Y /0/\ 2 /4/V f df .df ,df\ 
A/(rr, 7, x } = I -~^ ) 4- ( -~- j -H f; ) ( c j~ ^~ c A ~^ c ~ ) 

df ,df ( 



d*f d*-f d*f ( d , d d \s 

_________ y _i _ _ _r _________ ^_ _ / ft _ . _, ft' , _ i__ ft" . _ I f 

dx* ^ dy* ^ dx* \ dx ^ ar d* J ' 



Le carre qui figure dans la derniere est purement sjmbolique, 
c'est-a-dire qu'apres Favoir effectu^, on devra remplacer les 

produits tels que -^- x ^ par une derive'e seconde . , Ces deux 

formules sont dues encore a M. Beltrami. 

D. III. 14 
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Si I'on prend 



<r 2 _j_ y2 _|_ -2 
= 0) = 



2 

on en deduit 

/ Aw = 20) P 2 , 
(43) 



On trouvera encore 



680. Pour completer cette etude rapide, il nous reste a montrer 
comment Pin variant line'aire du second ordre intervienl, soit dans 
la theoriedes systemes isothermes etde la representation conforme, 
soit dans 1'examen d'une question tres interessante qui a et6 
abord^e pour la premiere fois par M. Beltrami (*), mais qui aete, 
dans ces derniers temps, 1'objet d'^tudes approfondies de la 
partde M. Klein ( 2 ). 

Etant donn6 un plan, pour lequel le carre de Felement lin^aire 
est de"fini par la formule 



on sait qu'une fonction d'une variable imaginaire est, par defini- 
tion, celle dont la differentielle est le produit d'une fonction 
quelconque par Tun des facteurs lin^aires de ds* t c'est-a-dire 
celle pour laquelle on a 

d& = M (d& -i- i dy). 

Extant donnee de meme une surface quelconque r^elle dont 
1 'element lineaire aura pour expression 



u et 9 6tant des variables r^elles, nous decomposerons ds* en 



( J ) Voir le Memoire, cit^ plus haul, des Annali di Matematica. 
( a ) KLEIN (F.), Ueber fliemann's Theorie der algebraischen Functionen un,d 
Hirer Integrate. Leipzig, 1882. 
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deux, facteurs 

7 (F 



fHWr"| 
J, 



H designanl comme d'babitudele radical y/EG F-. (Jne fonction 
complexe Q du point (w, r) de la surface sera celle qui satisfera a. 
Fequation 

(45) d& = M 

par consequent, si 1'on designe par x le facteur reel ou imagi- 
naire qui fait de Pexpression 

x /><*+ ^5 
V / E 

une differentielle exacte, el si 1'on pose 



/ F _|_ jr'JJ \ 

x ( /E du H -- = dv\ = dx-\- i dy, 
V V E / 

on voit qne sera une fonction de la variable complexe x -\-ir. 
Si, dans liquation pr^cedente, on change i en i el si Ton d6- 
signe par x ; la fonction conjugu^e de x, on aura 

in _ -TT 






/E 



et, en multlpliant membre a menibre les equations pre'cedentes, on 
trouvera 

(48) ** 



Cette equation nous montre que x et y sont deux fonctions 
isolhermes conjuguees. On le voit done, des que la surface est 
rapportee a un systeme isolherzne, la definition d'une fonction 
complexe sur la surface devient identique a celle que Ton prend 
pour point de depart dans la representation de la variable com- 
plexe sur le plan. En d'autres terines, des que Ton connait une 
representation conforme de la surface sur le plan, les fonctions 
complexes du point de la surface sont identiques aux fonciions 
complexes du point correspondant dans le plan. 
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Reciproquement, supposons que Ton ait obtenu par un procede 
quelconque une fonction Q 

Q = P~i-iQ 

satisfaisant a Tequation (45). En changeant i en i dans cette 
equation et designanl par Q' I'imaginaire conjuguee de ? on aura 



et, par suite, 

(5o) da d&=z MM' & 2 = dP*-+~ c/Q 2 . 

Ainsi la connaissance d'une fonction complete, d'ailleurs quel- 
conque, permettra d'effecluer la representation conforrne de la 
surface sur le plan. 

11 resulte immediatement de la formule (oo) que, si Ton connair, 
deux fonctions complexes sur deux surfaces differentes, on reali- 
sera une representation conforme des surfaces Tune sur Tautre en 
faisant correspondre les points pour lesquels les fonctions ont la 
m^me valeur ; car, si Ton d^signe par d$ J Tel^ment lineaire de la 
seconde surface et par N, N' les quantit^s analogues a M, M' 9 on 
aura, pour les elements correspondants, 

MM' d$* = NN' d$ J * = da dQ, r , 

ce qui d^montre la proposition. Ce resultat, qui a ete signale par 
ticulierement par M. Klein, comprend en particulier, ou plutot 
pr^sente sous une forme nouvelle ceux qui ont 6te deja donnas 
(Livrell, Chap. III). 

681. II nous reste main tenant a mettre en evidence les rapports 
de la theorie prec^dente avec les invariants. Pour cela, nous allons 
chercher les Equations qui definissent les fonctions complexes, 
quandlesjstemede coordonn^es est quelconqne. Liquation (<f5) 
nous donne 

dQ ^ r dQ ,, F -+- ill 

-r- = M /K, T- = M ',= ? 

du, dv y/K 

et Mimination de M conduit a liquation 
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qui caracterise les fonctions complexes. On pent encore 1'ecrire 
sous la forme equivalente 

,)O t)O 

(5a) G (F zEh =o. 

da v ' dv 

11 resulle immediatement de ces equations que la fonction Q 
satisfait a Fequation 



Reciproquement, si tine fonction Q a son premier invariant nul, 
elle satisfait, soit a 1'equation (en), soit a celle qu'on en deduitpar 
le cliangement de signe de H; en d'autres termes, elle est fonction 
de 1'une des variables deja employees x H~ iy, x iy. 

On verifiera egalement, par un calcul facile, que satisfait a 
Fequation 



(54) 

Etudions maintenant la relation entre la partie r6elle P et la 
partie imaginaire Q de 0. 
L'equation (53) developpee 

o = AQ=AP AQ-h2j"A(P, Q) 



nous donne 

AP = AQ, A( P, Q) =r o. 

Ces relations entre les invariants de P et de Q montrent que les 
courbes obtenues en dgalant a des constantes la partie reelle et la 
parlie imaginaire de se coupent a angle droit. Ce r^sultat 
pouvait &tre prevu : il est tine consequence de Fequation (5o). 
D'autre part, si, dans les equations (5i) et (5a), nous s&parons 
les parties r^elles et les parties imaginaires, nous obtiendrons les 
deux syst&mes equivalents 

j du = if Ihi ~H ~dv' 

^ 5) I ^Q ~. 2 ^ !_ ^Z 

I dv ~~~ H du H dv ' 

/ dP E (?Q F dQ 

] du H dv II du 

(56) \ 

J } dP __ F dQ G <)Q 

( ~dv = H Jv "" H Jw * 
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L'elimination de P entre les deux premieres equations ou de Q 
entre les deux dernieres nous montre que P et Q sont des solutions 
de 1'equation 

( r >7) A 2 e = o, 

ce qui d'ailleurs resultait deja de Pequation (34). 

Reciproquement, toutes les fois que 1'on connaitra line solution 
quelconque 9 = Q de Pequation (07), les formules (56) nous 
perrnettront de determiner par une quadrature une fonction P, ce 
qui donnera une fonction complexe Q = P-f- zQ du point sur 
la surface. On. pent done enoncer la proposition suivante : La 
solution reelle la plus generals de I* equation (07) est fournie. 
par la partie reelle on par la par tie imaginaire cV une fonction 
complexe du point sur la surface. Par suite, si Pelement lineaire 
pent etre ramene a la forme 



la solution la plus generate de 1'equation (07) est 
6 =/(a?-4- iy) 4-^(37- iy). 

C'est d'ailleurs ce que Ton reconnatt immediatement en profi- 
tant des proprietes d'invariance de Fequation (i5) et 1'ecrivant 
avec les variables x, y] car elle prend alors la forme simple 

d*b 



682. ML Beltrami a montre comment on pent rattacher a sa 
th^orie la proposition que nous devons a Gauss reiativement a la 
courbure totale. Solent, conformement aux notations employees 
plus haut, x et *! deux facteurs qui fassent des expressions 

/ p + ni \ 

, x. ( i/E du H ~ d 9 } , 

V V/B /' 

f /vs F H ^ 

x ( i/E du -h ^p 

V v 7 ^ 

des clifferentielles exactes d(x+ Iy) et d(x iy]. Les facteurs 
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les plus generaux ayant la rn&me propriete seront respectivement 

Y. *(X 4- Z>), 3t' 6O ~ Z, 

cp el fy designant des fonctions quelconques; de sorte que si Ton 
veut ramener ds' 2 a la forme 



la valeur la plus generale de \ sera 

T 

X = 



>c < (a? -H 



Par consequent, powr ^oz^-s les systemes de coordonnees et pour 
toutes les valeurs possibles de x et de x', la f auction 

A 2 iog-i= = A 2 log\/xx' 
V/X 

aura toujours la meme valeur. JNous obtenons ainsi un inva- 
riant : on peut le calculer comme il suit. 
La fonction x doit satisfaire a Fequation 

(}(xy/E) _ ^ x(F-f-gH) 

dv ~~ du y/g 
qui donne 

E d logx F d logx = m (? logx /g d F ^JH __ i c|E t 

(^P C>W <^M "^ du ,/ 2 <^^ 

fT __ T*fT 

En multipliant par p; > on aura de meme 

-^lox F 'H F-'^'H F t'H ^E 



En se servant de ees deux relations pour calculer A 2 logx, on 
oblient immediatement ce r6sultat 

__ .djlogx t F ill dE __ F iH ^ F -4- iH 

2 gx *"" l ~~ "*" 






. _ __ 

H 5p "5a "H" ^w 7g 2H 
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oti x s'elimine de lui-meme. Si Ton change i en ?, x en x' et que 
Ton ajoute Fequation obtenue a la precedente, on trouve, en 
divisant par 2 et en reduisanl, 

4 , . , * . , i dG F c 

\ log V/**'- = i- -r- I 77 3 ^ T?17 " 

li C^Z^ JtLH i 

H du H dp EH dw 

D'apres la maniere mSme dont nous 1'avons obtenu, cet inva- 
riant doit s'annuler dans le cas ou Felement lineaire est reductible 
a la forme 



et dans ce cas settlement. D'ailleurs, on reconnaitra aisement, en le 
comparant a Ja formule (16) [II, p. 364], qu'il est identique a la 
courbure totale. Mais on peat aussi etablir ce dernier resultat 
directementen le deduisant des proprietes memes d'invariance que 
nous avons signalees. 

SuppOsons, en effet, que Ton veuille calculer la valeur de Tin va- 
riant pour tin point M. Prenons pour axes des x et des y les tan- 
gentes principals en ce point. Si R et R/ sont les rayons de cour- 
bure principaux en ce point, 1'equation de la surface dans le 
voisinage de M sera 

7?2 <vr2 

(* S ._ + 2L !+ .... 

, On aura, en clioisissant x etjy comme coordonn6es curvilignes 
d'un point de la surface, 

(60) E^n-gH-..., F=g, + .... G = i-Hg + .... 

Si Ton porte ces valeurs de E, F, G dans la formule (58) et si 



r 

Ton remarque que, pour x ^y = o, - - est la seule des de*rive"es 

*/ 
premieres et secondes de E, F, G qui ne soit pas nulle, on trou- 

vera, pour le point M, 



(61) 2 - 
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Tel est le resultat etabli par M. Beltrami. Les considerations 
par lesquelles on ie demontre ne different pas essentiellement de 
celles que M. O. Bonnet a developpees dans le Memoire sur la 
theorie des surfaces applicables, insere au XLI e Cahier du Jour- 
nal de 1 J Ecnle Poly technique. 
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CHAPITRE II. 

SOLUTION D'UN PROBLEMS FONDAMENTAL : UECONWAITB.E si DEUX 

SURFACES SONT APPLICABLES I/UNE SUR L ? AUTRE. 

Deux surfaces pour lesquelles la courbure totale est constante et a la meme va- 
leur sont tonjours applicables I'une sur 1'autre; mais on ne sait realiser 
cette application des deux surfaces I'une sur 1'autre que dans le cas oft. la 
courbure totale est nulle. Si Ton savait determiner les geodesiques des deux 
surfaces, on pourrait realiser 1'application; mais la determination de ces ge"o- 
desiques depend de Integration cl'une equation de Riccati. Methodc permet- 
tant de reconnaitre si deux surfaces a courbure variable sont applicables I'une 
sur 1'autre. Cas general. Emploi des parametres different! els. Cas 
particulier ou les courbes sur lesquelles la courbure totale conserve une meme 
valeur sont paralleles les unes aux autres. Cas plus special encore ou ces 
courbes forment en outre une famille isotherme; les surfaces sont alors appli- 
cables sur des surfaces de revolution. Etude de deux probldmes parti- 
culiers; recherche des surfaces reglees qui sont applicables sur des surfaces 
de revolution ; recherche des surfaces gauches qui sont applicables sur une 
autre surface reglee sans que les generatrices rectilignes soient des courbes 
correspondantes sur les deux surfaces. 



683. La theorie des parametres di Keren tiels permel de resoudre 
simplement la question suivante : 

Reconnaitre si deux surfaces sont applicables I 3 une sur 
V autre ou si deux formes de I' element lineaire sont equiva- 
lentes. 

Voici la solution que nous donnerons de cette importante ques- 
tion. 

Commengons par conside'rer le cas exceptionnel ou la premiere 
surface (S) a une courbure constante; d'apres le the'oreme de 
Gauss, la seconde surface (') ne pourra etre applicable sur la 
premiere que si elle a une courbure constante, egale a celle de la 
premiere. Supposons que cette condition, qui est ndcessaire, soit 
remplie : nous allons monlrer que les deux surfaces seront appli- 
cables Tune sur 1'autre. 

En effet, considerons, sur une surface a courbure conslante ? 
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un sjsteme de cooi^donnees forme par les lignes geodesiques 
qui passent par un point fixe quelconque de la surface et leurs 
trajectoires orthogonales. Nous avons vu (n 599) que 1'on aura 
pour Felement lineaire la forme reduite 



fi) ds 

Si, aucontraire, la courbure est negative etegale a -- T ~, on trou- 
vera de mme 

(a) d^^ 

Enfin, si la courbure elait nulle, on aurait, pour le m^me sys- 
tem e de coordonn^es, 



Ces Lrois formes reduites nous permeltent de resoudre com- 
pletement la question proposee. Etant donnees deux surfaces (S), 
(S ; ), de meme courbure totale, nous aliens demontrer qu'elles 
sontapplicables Tune surl'atitre, et celad'une infinite de manieres. 

Prenons un point quelconque M sur (S) et faisons-lui corres- 
pondre un point quelconque M' de (!'}< Cela pose, a un point P de 
(S) ne pent correspondre sur (S f ) qn'im point P ; dont la distance 
g^odesique a M! 6gale la longueur de la ligne geodesiqae PM. Je 
prends un point quelconque P' satisfaisant a celte condition etje 
dis qu'on pent, de deux manieres difKrenles, appliquer les deux 
surfaces Fune sur I'autre de telle sorle qu'aMet P correspondent 
respectivement M ; et P'. 

En effetj rapportons les deux surfaces aux sjslemes de coordon- 
n^es polaires dont les pdles sontM etM'. En ecrivant que les arcs 
correspondants sont^gaux, on sera conduit a une Equation 



di^^^(u) do* du,'*+ *(u f ) dv'~, 

ou <p(w) designe Pune des fonctions u, sinz^, f-Ilf qui figurent 

^ 

dans les formules (i), (a), (3). Si M doit correspondre a MP, on 
devra avoir aux points correspondants u = u f , et ; par suite, liqua- 
tion pr6c6dente deviendra 

dv- = dv f * 
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ou, en integrant, 

9 rr: 9' = const. 

Soient w , C 1 les coordonnees da point P; ^/ , p' celles de P'. En 
ecrivant que P et P'se correspondent, on determine la valeur de la 
constante, et Fequation entre P et v j devient 



II y a deux solutions, correspondantes aa double signe du second 
membre. 

Considerons, par exemple, deux spheres egales et deux arcs 
de grand cercle egaux MP, M'P ; pris respectivementsur ces deux 
surfaces. On peut amener les spheres a coincider de maniere 
que M 7 , P ; soient respectivement en M et P. Alors on peut etablir 
la correspondance entre les deux surfaces, soit en regardant comme 
homologues les points de deux surfaces qui sont maintenant con- 
fondus, soit en faisant correspondre a Fun de ces points sonsjm^- 
trique par rapport a 1'arc MP. Telle est ici 1'interpretation geome- 
trique des deux solutions pre"cedentes. 

684. Nous venons de demontrer que deux surfaces a courbures 
constantes et egales sont applicables Tune sur 1'autre, etd'uneinfi- 
mt& de manieres; mais ilne resulte pas de la que Ton puisse ton- 
jours realiser Tapplication et etablir les Equations qui relient les 
deux points correspondants. Pour 6tre effectivement appliquee, 
la methode que nous avons suivie exige evidemment que Ton 
connaisse les lignes geode"siques sur les deux surfaces donne*es. 
Nous sommes done conduits a nous proposer la question sui- 
vante : 

Etant donnee une surface a courbure constants, peut-on 
determiner ses lignes geodesicjues? 

Dans le cas ou la courbure totaie est nulle, la reponse a cette 
question n'est pas douteuse, fitant donn6 Te'le'ment lin<aire d'une 
surface d^veloppable, on peut toujours, par de simples quadra- 
tures, le ramener a la forme 



Par suite, I'e'quation des geodesiques, qui est une relation 
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lineaire entre x et y, s'obtiendra dans tons les cas par de simples 
quadratures. 
Soil, en eflfet, 

ds* = E du*-r- 2F du dv -t- G d^ 

un element lineaire pour lequel la courbure to tale, definie par la 
formule (58) du Ghapitre precedent, est e^ale a zero. II resulte 
de la signification meme de eet invariant et de la methode que nous 
avons suivie an n 682 que Ton pourra ramenerPelement lineaire 
precedent a la forme 



et, par suite, il existera une fonction \ telle que les deux expres- 
sions 



(5) 



/F / 
/E d 



u H 



/E 

F - ? ' 

-r 

/E 



soient, Tune et 1'autre, des difFerentielles exactes d(x -f- *y) et 
rf(^? y). Si nous ecrivons les conditions d'integrabilite, nous 
aurons les equations de condition 



_^_ /I _ d_ F - til 
^ X """ <^^ x /E 

Remplagons dans ces Equations X par e^ et r^solvons par rapport 
aux derivees de x; nous aurons 

- 1 ^L __ ?L ^5 __ L 5 

^ ~~ H du 



_ 
2EH 



11 suffit de se rappeler que la courbure totale est nulle et de com- 
parer a liquation (58) du Chapitre precedent pour reconnaitre 
qu'il existe effeclivement une fonction pi satisfaisant a ces deux 
equations. Cette fonction une fois d^terarin^e par une quadrature, 
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on porlera la valetir eW de \ dans les expressions (5) et Fintegra- 
tion de ces differentielles fera connaitre x -f- iy et x iy. II suf- 
fira done de trois quadratures efiectnees sur des differentielles a 
deux variables pour ramener Felement lineaire a la forme (4) et, 
par suite, pour trouver les Kgnes geodesiques. 

685. Passons aux surfaces a courbure constantc et, pour fixer 
les idees, supposons que la courbure soit positive et t^gale a -^ 
(pour nne surface a courbure negative, il suffira de changer a en 
a\/ i dans les resullats que nous allons obtenir). Conservons 
toutes les notations du Livre V (Chap. I); il est clair que, la 
surface ou Felement lineaire etant donne, si 1'on determine pour 
chaque point la position du triedre (T) par rapport aux lignes 
coordonnees, on aura, en chaque point de la surface, les transla- 
tions , ^j,T J ,7] i et, par suite, les rotations ret r< (n 484). Ces six 
quantites ne changent pas lorsqu'on deforme la surface; par con- 
sequent, si Ton veut Fappliquer sur une sphere (S) de rayon a, 
elles aurontles memes valeurs aux points correspondants de (S) 
et de (S), Mais 7 pour le point de (S), les deux rayons de courbure 
principaux sont <%aux a a et, de plus, les directions principales 
sont indeterminees. II faut done que les deux equations (to) [II, 
p.35a], qui definissent les directions principales, soient identi- 
quenaent verifiees quand on j fait p = a. On obtient ainsi les 
Equations 

^ -4- aq = o, r, ap = o, 



qui d^terminent /? y </, />< , q { ; de sorte que Ton connait toutes les 
rotations et les translations du triedre (T). La determination ef- 
fective du mouvement de ce iri&dre et, par suite, Tapplication de 
la surface (S) sur la sphere (S) dependent done, d'apres les prin- 
cipes exposes au Livre I, de Fint<%ration d'une equation de Ricr 
cati. Or, lorsque cette application des deux surfaces Fune sur 
Tautre sera effectu^e, on connaitra evidemment les lignes g6od6- 
siques de (S); elles correspondent aux grands cercles de (S). 
Ainsi : 

La determination des geodesiques d'une surface a courbure 
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totale constante et differente de zero depend de V integration 
d'une equation de jRiccatL 

686. Supposons main tenant que les deux surfaces (S),(S 1 ) 
soient, Time et Fautre, a courbux-e variable; soient u, 9 les coor- 
donnees qui determinent un point de (S), u 9 { celles qui deter- 
minent un point de (Si). Pour que les deux surfaces soient ap- 
plicables Fune sur Fautre, il faudra que Fon puisse determiner 
pour u et 9 des fonctions de u^ v\ donnant identiquement 

E di-~ 2F du dv -h G ^P 2 = E t du\ -f- 2Fj du l dv l -+- G z dv\, 

et celte equation nous montre tout de suite que u et 9 doivent etre 
des fonctions independantes 5 car, si u etait fonction de t>, le se- 
cond membre serait un carre parfait. 

L'application des methodes generates conduirait pour u et 9 a 
trois equations aux derive"es partielles du premier ordre. Le 
probl&me pose, envisage sous ce point de vue, consisterait done a 
reconnaitre si ces trois equations peuvent etre verifiees par un ou 
plusieurs svstemes de valeurs de u et de 9. 

Mais les propositions que nous avons etablies pre'ce'demment 
vont nous permettre de reconnaitre par de simples eliminations 
si les deux surfaces (S), (S<) sont applicables Fune sur Fautre. 
Nous savons d'abord qu'aux points correspondants des deux sur- 
faces les courbures totales doivent tre e*gales. Si nous.d6signons, 
par consequent, par y(w, 9) et y 4 (w, v { ) les expressions de la 
courbure totale, form^es respectivementavecles elements des sur- 
faces (S), (Si), nous devrons avoir liquation 

(7) <p(a, 9) = <pi(i, PI). 

D'autre part, s'il existe une transformation de coordonne*es per- 
mettant de passer de Fel6ment lineaire de la surface (S) ^ celui de 
la surface (Si), tout invariant de la fonction <p, forme avec F6le- 
ment lineaire de (S), devra etre 6gal a Finvariant correspondant 
de cp t forme avec Felemerit lineaire de (Si ). Cette remarque nous 
permet de former une suite illimitee de relations entre &, ^, u^ v\^ 
qui seront toutesn^cessaires. 

Le principe suivant va nous aider a nous reconnaitre au milieu 
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de toutes ces relations et d'ecrire seulement celles qu'il est indis- 
pensable de considerer. 
Soient 



(8) cp(w, 9) cfiOi, PI), <KM, P) =^ 1 (w 1 , PJ) 

deux quelconques d'entre elles, que Ton choisira de maniere a 
satisfaire a cette unique condition que les deux fonctions o et A 
soient independantes. Alors il devra en tre de mme des fonc- 
tions QI et i<; sans cela, les surfaces ne pourraient elre applicables 
Fune surFaulre. Dans ces conditions, les Equations pr^cedentes, 
resolues par exemple par rapport a a et a v, definiront une on 
plusieurs correspon dances distinctes entre les points des deux sur- 
faces (S),(S 4 ). I] est doncnecessaire, d'apres la theorie m^me des 
invariants, que Fun au nioins des syst&mes ainsi obtenus de va~ 
leurs de u et de v verifie les trois equations 

(9) Aep=A*<p,, A(cp, ^) = Ai(cp b 60, A^ = A^^), 

ou Findice superieur i indique les parametres diff^rentiels formes 
avecl'el^ment lineaire de (S<). Mais nous allons raontrer que, si 
la condition prece"dente est necessaire, elle est aussi suffisante. 
En effel, puisque les fonctions <p et A sont independantes, nous 
pouvons determiner un point de la premiere surface paries valeurs 
qu'y prennent o et A, et, d'apres la formule donnee plus haut, 
Fdlement Iin6aire de cette surface (S) aura pour expression 

_ ty dv* 2 A(o, 4) do dty -h Ao dte 
Acp At|i ^ 2 ( c ? 7 <}0 

De meme, Felemerxt lineaire de (S,) sera r^ductible a la forme 

AJ ^ dtf - 

$l I 



et ? par suite, la correspondance etablie par les cinq equations (8) 

et (9) nous donnera 

cfe*= ds\. 

Notre proposition est done 6tablie; elle permet, on va le voir, de 
resoudre simplemenl la question propos^e. 

687. Reprenons en effet Fequation (7), a laquelle nous adjoin- 
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drons la suivante 

Acp = A 1 ^. 

Si Ay n'est pas une fonclion de cp, A 1 y { ne sera pas une fonction 
de y, autrement les deux surfaces ne pourraient etre applicables 
Tune sur Pautre ; Ay et A' y { pourront done jouer le role des 
fonctions que nous avons appelees plus haut i et <b { . Le systeme 
des equations (8) et (9) se reduira ici au suivant 



A(cp, A ? ) = 



et il suffira que les deux derni&res Equations soient des conse- 
quences des deux premieres pour que les surfaces (S), (S<) soient 
applicables Tune sur Pautre. 

Notre raisonnement ne suppose en rien, on le voit, que <p soit 
la courbure totale et il s'appliquerait. sans modification si Pon 
savait a priori que deux fonctions quelconquescp(w, r), cp 1 (& i? p^) 
doivent prendre la meme valeur aux points correspondants des 
deux surfaces. Le the"oreme de Gauss n'intervient dans cette ana- 
lyse que pour nous faire connaitre une fonction invariante. Le 
fait que cette fonction est la courbure ne joue qu'un rdle secon- 
daire dans nos raisonnements; mais il n'en est plus ainsi, et la 
signification de cp reprend une grande importance, dans les cas 
particuliers que nous avons ^carte's et que nous allons main tenant 
examiner. 

688. Supposons que, pour la surface (), Ay soit une fonction 
de y, F(y) ; il en sera de mme pour Fautre, et Ton devra avoir 
6videmment 



sans quoi les deux surfaces ne seraient pas applicables Tune sur 
Pautre. Nous supposerons cette premiere condition satisfaite. 

Liquation 

Ao = F(o) 

exprime que les lignes sur lesquelles la courbure totale est la 

mme forment une famille de courbes parallMes. Nous avons 

D. III. 15 
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deja rencontre au n 671 les surfaces jouissant de cette propriete 
etnous avons mme donne la forme deFlement Kn^airelorsqu'on 
prend un systeme de coordonnees forme de ces courbes paralleles 
et de leurs trajectoires orthogonales. II nous suffira de remarquer 
ici que F element lineaire est de la forme bien connue 



oul'ona(n672) 

(n) 

On peut 6tablir entre les invariants de la surface une relation 
qui nous sera utile. Si F element lineaire d'une surface estramene 
a la forme 

dfc* = <fa*-hC J <jfr 8 , 

on a 

i dC ii dG 



etde la on d^duit 

(12) A( 

Celte equation est tout a fait gendrale. Mais, si nous supposons 
maintenant que la surface soit une de celles que nous voulons 
etudier et que les courbes de parametre u soient celles stir les- 
quelles la courbure <p demeure consLante, Ap deviendra une fonc- 
tion de CP ; u sera aussi une fonction de <p, dfinie par 1'equation (i i), 
et la relation (12) se transformera dans la suivante 

r do \ / r dy 

Aa / -T^H-T- A S / -F= 

J v 7 ^/ \ J V^ 



qui convient aux surfaces dont nous nous occupons etne contient 
d'ailleurs qu'en apparence des int^grales et des radicaux. 

Revenons aux deux surfaces (S), (S 4 ). Nous savons qu'aux 
points correspondants on doit avoir 



jtnais ces deux relations, en vertu des hypotheses actuelles, se ra- 
m^aent a une seule. Nous obtiendrons une Equation nouvelle en 
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exprimant que les invariants du second ordre sont egaux, c'est- 
a-dire que 1'on a 



Pour la simplicite des raisonnements, nous ecrirons cetle equa- 
tion sous la forme equivalente 



- = Aj r 

y/A ? - J 
et nous lui adjoindrons la suivante 



Cela pose, si nous supposons que A.> / -L ne soit pas une fonc- 

&, f 

tion de cp et que Ai / -7== ne soit pas unefonction de o i5 les deux 

"J V^icpi ' 



Equations (i4) [qui se reduisent a une seule] et Tequation (i5) 
d^finissent une ou plusieurs correspondances entre les points de 
deux surfaces. Si Tune de ces correspondances entraine comme 
consequence 1'equation (16), les deux surfaces seront applicables 
1'une sur Pautre. 

En effet, en vertu de I'ldentite* (18), les equations (i4) et (i5) 
entrainent la suivante 



et enfin 1'identite, demontree au n 673, 

6 9 ~(<p, A 2 ) -h A>(cp, A 2 ) = Acp AA 2 , 
qui a lieu pour les deux surfaces, nous donnera de me'me 



Acp 



La correspondance etablie est done telle que les deux fonctions 
cp, A 2 sont egales, ainsi queleurs -trois invariants du premier ordre; 
par suite, les deux surfaces sont applicables Tune sur Tautre, 
en yertu du principe ge"n<ral que nous avons <tabli tout d'abord. 
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689. II nous resle a examiner un dernier cas, c'est celui oi, non 
seulement A'f,maisA 2 C~ serait une fonclion de cp. Comme 



on a 



/dv A 2 cp T d Acp 

7^ = AT" """ 7^ ~ 



il est clair que cela revient a sapposer A 2 cp fonction de cp. 

Si ce cas exceptiotinel se presente pour Time des surfaces, il 
devra aussi se presenter pour Fautre, et F expression de A 2 cp en fonc- 
tion de cp ne saurait etre differenle pour les deux surfaces. Nous 
allons montrer que ces conditions sont suffisantes : si, pour deux 
surfaces differentes, A 2 cp et Acp sont des fonctions de cp et si les ex- 
pressions de ces deux fonctions sont les monies, les deux surfaces 
sont applicables Tune sur Fautre et d'une infinite de manieres. 

Soil, en effet, (S) Fune des deux surfaces. En posant 



et rapportant la surface au m^me sjsteme de coordonnees que 
precedemment, on aura pour 1' element line*aire 



Si designe une fonclion quelconque, Fexpression generate de 
A 2 devient ici 

i d /^da\ i d / i dQ^ 



En prenant done Q = cp, on trouvera 

i dG d d d 






on, en tenant compte de la relation enlre cp et u> 

ce qui donne 

G Ju" 
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En integrant et remplagant du par k> on obtientla valeur sui- 

y/Ao 

vante de C 

**- * 



ou V designe une fonction quelconque de r. Substituons cette va- 
leur de C dans Pelement lineaire et remplacons V dv par dv, nous 
obtiendrons definitivement 



af 

*J 



d 

? 



(17) rf^-L.+ - do*. 

Cette formule demontre imm^diatement la proposition que 
nous avions en vue. Comme elle depend exclusivement des ex- 
pressions de Acp, A 2 <p en fonction de <p, elle sera evidemment la 
meme pour les deux surfaces considerees, et Tapplication se trou- 
verarealis^e paries formules 



(18) 



a d^signant une constante arbitraire. Les deux sui'faces sont alors 
applicables Fune sur Fautre d'une infinit^ de manieres, ce que 
Ton n'aura aucune peine a s'expliquer si Ton remarque que Felement 
lin^aire donn6 par la formule (17) est celui qui convient aux sur- 
faces de revolution. 

Pour etablir la correspondance entre les deux surfaces, il suffira 
de ramener leur dl^raent lin^aire a la forme (17), et ii est ais6 de 
reconnaitre que cette reduction exige une quadrature pour chaque 
surface. En effet, si Ton tire de liquation (17) la valeur de dv, on 
trouvera 



(19) ^= 

et le second membre, ne contenant que des quantit^s connues ou 
des invariants, pourratre obtenu sans difficult^ quelles que soient 
les coordonn^es choisies$ par consequent, 9 sera donn6 par une 
quadrature. 
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690. La discussion gtie nous venons de terminer monlre qu'il y 
a seulement deux classes de surfaces pour lesquelies Tapplicalion 
peut se faire d'une infinite de manieres : ce sont les surfaces a cour- 
bure constante et Jes surfaces applicables sur les surfaces de revo- 
lution. Les nnes et les autres sont evidemment applicables sur 
elles-memes d'une infinite de manieres. L'analyse prec6dente 
montre d'ailleurs d'une maniere evidente qu'elles sont les seules 
jouissant de celte propriete. Toutefois rindeterinination n'est pas 
la me*me dans les deux cas : pour les surfaces a courbure constante, 
le mouvement de deformation dans lequel la surface glisse sur elle- 
mme peut amener tin point quelconque en tout autre point de la 
surface; au contraire, dans le cas des surfaces a courbure variable 
applicables sur des surfaces de revolution, chaque point de la sur- 
face pourra seulement glisser le long de la courbe lieu des points 
pour lesquels la courbure totale demeure invariable. 

Signalons cetie consequence que les surfaces helicoi'des ou de 
revolution ne peuvent e" tre applicables les unes sur les autres que si 
les helices ou les paralleles sont des courbes correspondantes sur 
les surfaces que Ton considere. Par consequent, les resultats des 
n os 73 a 79 nous donnent bien tous les helicoi'des et toutes les 
surfaces de revolution qui correspondent a une forme donnee de 
1' element lineaire ('}. 

691. Nous allonsmdiquerdifferentes applications delamethode 
precedente. Cherchons d'abord s'il existe des surfaces re"gle*es 
applicables sur des surfaces de revolution. Nous savons (n 80) 
que Fele'menl lineaire d'une surface reglee rapporte"e a ses g^n^ra- 
trices rectilignes et aleurs trajectoires orthogonales est de la forme 
(ao) ds*= du?~Jr ( A M*H- 2 B K + C ) flfa* = du*-+-g*dv*i 

A, B, C etant des fonctions de c\ On peut evidemment choisir la 

C 1 ) On consultera, sur le probl&ne que nous venons de r(isoudre: 
^MINDING (F.), Wie sick entscheiden lasst ob zwei gegebene Flachen auf 
emander abwickelbar sind oder nicht; nebst Bemerkungen ttber die Flachen 
mit unveranderlichen Krummungsmaassen (Journal de Crelle, t. XIX, i83g). 

LIOUVILLE (3.), Notes de la Sedition de I' Application de I' Analyse a la 
Geometrie de MON&E (Notes IV et V); i85o. 

BONNET (0.), Memoire sur la theorie des surfaces applicables sur une sur- 
face donnee (Journal de I'tfcole Poly technique, XLP Gahier, i863). 

BERTRAND (J.), Traite de Calcul differential et integral, t. I. 
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fonction p de telle maniere qne Ton ait 
(21) AC B*=i. 

Ee seul cas d'exception est celui ou le coefficient de dv 2 est un 
carre parfait. Alors la surface est developpable et la solution de la 
question posee devient evidente : toutes les surfaces developpables 
sont applicables sur le cone de revolution. 

En tenant compte de la relation (21), on aura 



Or on sait que, pour toutes les surfaces de revolution, les lignes 
sur lesquelles la courbure est constante sont paralleles les unes 
aux autres. Cette propriete, a la \'erite, appartient encore a d'au- 
tres surfaces, mais elle nous suffira pleinement dans ce qui va 
suivre. 

On devra done avoir 1'equation 



qui caracterise (n 672) les families de courbes paralleles et qui 
devient ici 



A A , B A , C 7 d^signant les deriv^es de A, B, C. Si nous reraarquons 
qu'en vertu de la relation (21), on a 



on voit que nous pourrons donner a 1'^quation pre^cedente la 
forme 



Pour eliminer/(^) ? nous allons diff^rentier en supposant que g 
reste constante, ce qui donne la relation 

'w 4- C r )(A' M -4- B') rfw 

'w -h C')( A" WSH- %E"u -H G") -+- 2 A'^1 dv = o. 



Mais, g devant demeurer constante, les rapports de du et de dv 
sont definis par Tequation 
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qui donne 

i du dv 



On aura ainsi, en remplacant dans liquation precedente du, d9 
par les quantites qui leur sont proportionnelles, 



(23) 

C). 



Cette relation doit avoir lieu identiquement. Si nous egalons les 
coefficients de la plus haute puissance de u dans les deux mem- 
bres, nous trouvons 

A'(A'* AA" 2A) = o. 
Commen^ons par examiner 1'hypothese 

A'=o, c'est-a-dire A = const. 
Alors la relation (28) prend la forme 



On peut verifier cette equation soit en annulant le premier fac- 
teur, soit en annulant le second. Dans le premier cas, on a 

B'=C'=o 

et a cette solution correspond la forme suivante de Fel6ment li- 

neaire 

- c 



ou a, 6, c sont trois constantes quelconques. 

Mais, si Ton suppose que le second facteur soit nul ? on aura 



'2 BB'^:^- = o, B'C' BG f/ = o. 

II y a deux cas a 
de 



2 

II y a deux cas a distinguer suivant que A est nul ou different 



i Supposons A = o; nous aurons, en tenant compte de la re- 
lation (21), 

B = i, C /A =o, C = mv H- n, 
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m et n designant des constantes. On a done 



2 Soit maintenant A ^ o ; il vient 

W = o, B = mv -H /I, 

C = ( nw -+- n 



~ ~ A 
Done 



:A '" ' ' ' ' A 



692. II nous reste maintenant a examiner les solutions de 
1'equation (28) pour lesquelles A' serai t different de z6ro. II est 
aise de voir qu'il n'y en a aucune. 

En eflfet, si A' n'est pas mil, le second membre de la relation 
(28) ne le sera pas non plus; par suite, il devra 6tre divisible 
par le trinome A^ 2 -h 2B ; ?/ -f- G. II faudra done que les deux 
equations 

A,M s 4-aBa-f-G = o, A'u 2 -f- iB'u -H G'= o 



aient au moins une racine commune. On pourra done galer <\ 
zero leur resultant, ce qui donnera la relation 

(24) (AC' 4- GA' aBB') 2 4(B2 AG)(B'2^ A'G') = o. 

Mais, si Ton diff^rentie liquation (21), on a 
(a5) AG'-f- GA'~ aBB'== o, 

de sorte que la condition pr6c6dente prend la forme simple 



II faudra done que A!u-+ 2B ; w -h C' soil mi carr6 parfait; 
mais alors Ai^ + B, devanl, d'apres Tequation (28), diviser 



admettra n^cessairement la racine unique dti trin6me 

A r w 2 -f-2B 
et, par suite, les deux equations 
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devront avoir une racine commune. Or cela est impossible taut 
que A' n'est pas mil; car F elimination de u conduit a la condition 

A'B2- aB'A;B H- G 7 A2= o, 

d'ou Ton pent faire disparaitre B' an moyen de Fequalion (a5), et 
Ton arrive ainsi a la relation 

(B* AC)A'=o ou A'= o, 
qui est en contradiction avec notre point de depart. 

693. Done les seules solutions de la question posee sont celles 
que nous avons indiquees en premier lieu et qui correspondent 
aux trois formes suivantes de Felement lineaire 



(26) 



Ces formes peuvent elles-memes etre simplifiees et ? en distin- 
guant tons les cas, on trouve les expressions reduites 



==dH 2 4- A(w4-mpH- n) 2 4- i 



- [(u 



( u -4- av ) dv*. 

La premiere correspond aux surfaces de revolution dont le 
rn^ridien est delini par Pequalion 



p etant la distance ^ 1'axe et z la distance a tin plan perpendicu- 
laire a 1'axe. Elles sont engendr6es par la revolution de la dve- 
loppee d'une chainette autour de la base de cette courbe. 

Parmi les surfaces de revolution en nombre infini (n 76) qui 
correspondent aux autres expressions reduites (27) se trouvent 
Talysseide pour la deuxieme forme (n 66), les ellipsoides et les 
hyperboloi'des de revolution pour la troisi6me, le paraboloi'de de 
revolution pour la quatrieme. Nous laisserons an lecteur le soin 
de verifier tous ces resultats. 

Quant aux surfaces reglees qui adrnettentles formes precedentes 
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de P element line'aire, on les determinera par une me* thode generale 
que nous ferons connaitre plus loin. Nous nous contenterons, 
pour le moment, cle remarquer qne la premiere et la derniere des 
formes precedentes ne peuvent correspondre qu'a des surfaces 
dont les generatrices rectilignes sont imaginaires. 

694. Proposons-nous main tenant de reconnaitre s'il existe des 
surfaces gauches applicables sur des surfaces gauches sans que les 
generatrices rectilignes des deux surfaces se correspondent, ce qui 
revient a rechercher si Ton pent resoudre 1'equation 



(28) 

ou a, i, c designent des fonctions de r et a^ b^ c { des fonctions 
de v f sans supposer que v r soit nne fonction de p. 

Nous admettrons, comme precedemment, que 1'on ait choisi 9 
et 9' de telle maniere que Ton ait 

(29) ac b^= aiCi b\ = i. 



Alors Fequation relative a la courbure nous montre qu'aux 
points correspondants, on doit avoir 



et notre equation (28) devient 

dut du'*- = g* ( dv r * 
Elle admet une premiere solution 



Mais alors les generatrices rectilignes se correspondent dans les 
deux surfaces. Cherchons done d'autres solutions. 
ficrivons 1'^quation sous la forme 

g*(dv H- dv f )(dv dv r ) = (du-+- du'}(du! du). 

Comme le signe de*u r importe peu, on peut toujours supposer 
qu'il y a proportionnalite entre les deux premiers facteurs de 
chaque membre et poser, sans diminuer la generalite, 

v'} \(du-\-du'}, 



g(dv dv r ) = -r (du du'}. 

A 
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Introduisons les variables nouvelles 



on aura 

dv -H dv' da, dv dv r = r- d&. 
ff ^ 

Les seconds membres devant etre des differentielles exactes, on 
pourra poser 



A etant une fonction de a et B une fonctton de [3. 
On deduit de la 



/0 N i du = dx + </3, du r = da. 

(30) { ^ 

7 aa wp 7 , a i 



et, par suite 7 en choisissant a et [3 comme variables indepen 
dantes 



On retrouve ainsi, comme il fallait s'j attendre, la forme de 
1'el^mentlin^aire consideree par M. Liouville. 

Pourlacommodite des calcnls quisuivront, nousallons changer 
de notations. Posons 



(3?.) j d^ = d? d$_ _ dpi 

~ ' ~ ' 



R et R| ^tant des fonctions qui dependent respectivement de p et 
de p< . II viendra 

(33) ?* = -p?i, 



, 

/pR J/piRi J /PR 



(35, 
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et les fonclions inconnues devront etre telles que 1'on ait 

(36 j pp t au'-^r- ibit -+- c = 



a, bj c et aj, 6 4 , c { etant des fonctions de 9 et de v ! assujetlies a 
la condition de verifier les relations (29). 

695. On pourrait determiner les fonctions R et R 4 par la con- 
dition que nous venous d'enoncer; niais il vaut mieux remarquer 
que la courbure totale de la surface, calculee avec la forme pri- 
mitive (28) de Telement line'aire, a pour expression 

,0 x ,._ ]_ L_ 

^ 3 ' ' v* ~~~ /",".. \'2 ' 



On peut aussi la calculer au moyen de la forme nouvelle (35) 
de L'elemsnt lineaire, et 1'on trouve alors, en appliquant par 
exemple la formule (8) [II, p. 385], 

/ o o \ ^7- -....-I , i __* 1 

( jo ) 4 A. /> ~ ~ , , _ * 

' * / r\ ^ . W t f\ f\ . \Z 



Si I'on egale les deux expressions de A', on aura Fequationfonc- 
tionnelle 



(39) 



'(9 " Pi) 8 (P Pi)" 2 



qui suffira, nous allons le reconnattre, a la determination des 
fonctions R et R! ; mais ? au lieu de resoudre la question ainsi 
pose'e, nous la generaliserons un peu et nous rechercherons si 
la valeur de la courbure peut tre une fonction quelconque du 
produit pp^ Nous serons ainsi conduits a Tequation 



(4o) 



qui comprend la precedente comme cas pariiculier. Pour la re- 
soudre, nous allons la cj j iffe'rentier totalement en supposant que le 
produit pp { demeure constant, c'est-a-dire que 1'on a 

^p __ dpi 

P Pi " 

On trouve ainsi, en diflerentiant liquation (4o) et en rem- 
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plagant rfp, d^ par p et ^ respectivenient. 



(4l) j -+- an; (2 Pl -+- P )(p - pi) -H (R; PI R"P)(P - pi) 2 = o. 

Prenons la derivee deux fois par rapport a p et deux fois par 
rapport a p< ; nous trouverons 



Par suite les deux membres de cette egalite doivent avoir une 
mme valeur constante, et, si nous remarquons que le premier 
est la derivee quatrieme de pR, nous voyons que Ton doit avoir 



/designantun polynozne du quatrieme degre & coefficients con- 
stants. Liquation de condition (40? ou ^ on ^ a ^ P = Pu Jnontre 
immediatement que Ton aura de meine 

piRi=/(pi), 

et elle est d'ailleurs v6rifi^e, on s'en assure ais^ment, sans qu'il 
soit necessaire d'imposer aucune condition aux coefficients de/(p). 

696. Soit, en consequence, 
(4^) /(p) = J-t- ^p ~H np 2 -t-/?p 3 -i- ^p 4 . 

En portant les valcurs de R et de R< dans 1'expression de la 
courbure, on trouvera 



(43) 



II suffira done, pour avoir la solution de la question propos^e, 
de faire 



c'est-a-dire de prendre pour/(p) un polyn6me du troisieme degr<5 
seulement. Mais alors Tel^ment lin^aire prendra la forme 






qui convient aux surfaces du second degre (n S04). De plus, 
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Inequation differentielle 



qui, d'apres les formules (34), delink les deux families de courbes 

v = const., p'= const., 

est precisement celle des lignes asymptotiques, c'est-a-dlre des 
generatrices rectilignes de la surface. Ainsi : 

Toutes les fois que deux surfaces re glees sont applicables 
I'une sur I'autre sans que leurs generatrices coincident, elles 
sont applicables sur une meme surface du second degre de telle 
maniere que leurs generatrices rectilignes correspondent res- 
pectivement aux deux systemes de generatrices rectilignes de 
cette surface. 

On pent, il est vrai, adresser une objection a Fanalyse prece- 
dente. En prenant A et B pour variables independantes, nous 
avons exclu le cas ou Fune de ces fonctions se r6duirait a une 
constante. Mais Fexamen de ce cas special n'offre aucune diffi- 
cult^ et n'infirme en rien la proposition pr^cedente. Si A, par 
exemple, se r^duit a une constante, la forme (3i) de l^l^ment li- 
n^aire est celle qui convient aux surfaces de revolution. Les deux 
surfaces r^glees qui sont applicables Fune sur I'autre auront done 
leur 6l6ment Iin6aire defini par Fune des formules (27). Nous 
laissons au lecteur le soin d'examiner en d6tail ce cas particulier 
qui le conduira seulement aux surfaces applicables sur les surfaces 
de revolution du second degre*. 

697. Nous donnerons plus loin une demonstration nouvelle et 
plus simple de la proposition que nous venons d'etablir et qui est 
due & M. O. Bonnet ( < ). Si nous avons rapporte la prec^dente, 
c'est qu'elle conduit a un r6sultat qui nous parait m^riter d'etre 
signale. Nous avons vu que, si Fon prend pour R et Rj les valeurs 



() On en trouvera deux demonstrations differentes dans le Me'moire sur les 
surfaces Applicables de M. 0. Bonnet (Journal de I'ficole Poly technique, 
XLII e Cahier, p. 44 et suiv.; 1867). 
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les plus generates 



/(p) etant le polyn6me defmi par Fequation (4a), la courbure est 
une fonction de ppj donne*e par Fequation (43). Si Ton prend les 
valeurs de w, 9, u^ v j definies par les Equations (34), F element 
lineaire de la surface pourra tre ramene a Tune des formes 



ds* = 



D'aprfes 1'expression meme de la courbure et la formule (43), la 
fonction g-, exprim^e en u et p, devra salisfaire a liquation 



et de m^me, consideree comme d^pendante de & ; el de P / , elle sa- 
tisfera a liquation 

4 d*# I 
(47) "^^ = ^^^* 

L'equalion (46), parexemple, s'integre ais6ment et nous donne* 

gi = V cos w v/- ^ + Vi sin M /" - ^ -+- V 2 , 
V, V V 2 (Hani des fonctions de 9 assujetties a verifier la relation 



On peut evideniment, en remplagant v par une fonction de p, 
supprimer cette derniere condition, de sorte que Ton est conduit 
a consid^rer des surfaces dont Tenement lineaire est exprim par 
la formule 



ou a designe une constante quelconque et V, V, , V 2 des fonctions 
arbitraires de <^. 

Cette forme de Foment lineaire, que nous rcncontrons pour la 
premiere fois, comprend comme cas particulier celle qui con- 
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Yient aux surfaces reglees. IJ suffit, pour le reconnaitre, de deve- 
lopper suivant les puissances de u et de faire tendre a vers zero, 
en supposant que les trois premiers coefficients (de Z4 ? , et u~} 
demeurenl des fonctions finies et determinees de 9. 
Si Ton a, entre les fonctions V, la relation 



on retrouve Felement lineaire d'une surface a courbure constante; 
car on peut exprimer 1'element lineaire comme il suit 

, , , f^r au - r . au\* , 
ds 2 = du' 2 ~r ( \ 3 cos -- r- V 4 sin ) dv, 



V 3 et V/ ( designant des fonctions de t>. Ainsi, de meme que les 
surfaces reglees peuvent se reduire aux surfaces developpables, 
dont la courbure totale est nulle, les surfaces dont Felement li- 
neaire est defini par la formule (48) comprennent comme cas par- 
ticulier celles dont la courbure totale est constante. 

L' analogic se complete encore par la proposition qne nous ren- 
controns ici : parmi ces surfaces nouvelles, il y en a une qui admet 
c^n quelque sorte un double mode de generation, c'est-a-dire dont 
Fel^ment lineaire est reductible de deux manieres differentes a la 
forme (48). C'est celle dont Tdlement lineaire, exprime" en fonc- 
tion des variables p et p i5 est de'fini par 1'equation (44) ou Ton 
supposera que /(p) designe maintenant un poljndme du quatrieme 
degr^. 

II y aurait sans doute intercut a trouver, en termes finis, les 
Equations d'une ou de plusieurs surfaces admettant 1'ele'ment li- 
n^aire (48); mais nous aurons a revenir sur cette question, pour 
la conside'rer a un tout autre point de vue, dans 1'etude de la 
g^om^trie non euclidienne. 
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CHAPITRE III. 

LES FOB.MULES BE GAUSS. 

Elude du commencement du Memoire de Gauss, Introduction des de"termi~ 
nanls D, D', D". Expression de DD" D' 2 en fonction des coefficients qui 
enlrentdans Tcleinent lineaire et de leurs deriv6es. Relations differentielles 
entre D, D', D" ct Ics coefficients de Pelement line"aire. Rapprochement 
avec les formules de M. Codazzi. Equations diflf&rentielles des lignes asym- 
ptotiques, des lignes de courburc, Equation aux rayons dc courbure principaux 
ecrites au moycn des quantites D, D', D". Equations aux deriv6es partielles 
du second ordre auxquelles satisfont Ics coordonne"cs rcctangulaires d'un point 
dc la surface, lorsqu'on connait D, D r , D". Equation aux de"rive"es partiellcs 
qui determine les surfaces admettant un element line'aire donne. Lcs carac- 
teristiques de cette Equation sont les lignes asymptotiques de la surface. 



698. Apres avoir indiqu6 les mthodes qui permettenl de re- 
connailre si deux surfaces donn6es sont applicables Pune sur 
Fautre, nous allons ^tudier une question non moins importante, 
et nous nous proposerons de determiner toutes les surfaces ayant 
un <lment lineaire donn^ ou applicables sur une surface donnde. 
Cette question, mise au concours en i85g par PAcad^mie des 
Sciences, a etc 1'objet de nombreux et importants travaux que 
nous avons d6ja cit^s ( i ). II est curieux toutefois de remarquer 
qu'une ^tude attentive du Memoire de Gauss devait conduire 
presque imm^diatement et sans effort a liquation aux driv<es 
partielles du second ordre des surfaces applicables sur une surface 
donn<e. Nous allons tudier avec les details necessaircs la belle 



(*) Bonn (E. ), Theorie de la deformatioji des surfaces (Journal de VEcole 
Polytzchnique, XXXIX 6 Cahicr, 1862). 

BoNNF 4 T (O.)? Memoire sur la theorie des surfaces applicables sur une sur- 
face donnee (Journal de l'$cole Poly technique, XLI ct XLII Cahier, r8G5). 

Coiuzzi (D.) ? Memoire relatif a V application des surfaces les imes sur les 
autres, envoy e au Concours ouvert sur cette question, en 1869, par I' Academic 
des Sciences, de\j& cite et analyst [II, p. 3(jg]. 
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methode de Gauss; il nous suffira d'ajouter quelques relations 
nouvelles pour obtenir un ensemble tout a fait equivalent aux for- 
mules de M. Codazzi. 

Considerons la surface dont 1'element lineaire est defini par la 
relation 



( r ) d$- E du* -{- a F du dv -t- G dv~ . 

A 1'exemple de Lame, -designons par le signe S une somme 
etendue a trois termes jouant le meme r6le par rapport aux trois 
axes coordonnes. Si x, y, z sont les coordonnees rectangulaires 
du point (, p) de la surface, nous aurons 

' = E, 

et ces trois equations definissent completement les relations qui 
existent entre les coordonnees rectangulaires et les coordonnees 
curvilignes d'un point quelconque de la surface. 

Introduisons les cosinus directcurs de la normale en cc point. 
Si Ton pose, pour abreger, 



(3) H = /EG^Fa, 

on aura r en clesignant par c : c 1 ', c f/ ces cosinus, 



H d(u, v) ' *" H 

ct aussi 



n c),r 

8*55"' 



En differcntiant succcssivomentces dcuxdernieres rclations ? on 
trouvc 

da 



Sdc dx r\ O^x 

du du ~~~ k5 "du* ' 

Sdc cb? __ n jfijr 

du dp O du dv O dv dv 

Remplacons dans les seconds meaibrcs c, 6 J , c ff par Icurs valeurs 



2(4 
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tirees cles formulas (4) el posons, pour abreger, 



(6) I) = 





d^x d-y 
du~ difi 


du* 




d*x d^y d*z 


} d*x d\y d*z 


du dv du dv du dv 


dp 2 dp- dv* 


= 


dx dy 
du du 


dz 
du 


, D' = 


dx dy dz 
~du du du 


-^,, dx dy dz 

~~ | du du du 




dx dy 
dv dv 


dz 
dp 




dx dy ds 
dv dv dv 


d.r dy dz 
dv dv dv 


Nous pourrons ecrire 




Sdc dx D n dc dx D" 


du du H' UdPdP H J 




Sdc dx r\dcdx D' 
du dv ~~ dv du ~~~ H 



Ces relations vont nous permellre de determiner les d<3rivees 
premieres de c, c', c' f en fonction des d^rivees premieres de x^y, 
z et de D, D', W. 

Remarquons d'abord qu'en tenant cornpte de I'identit6 



dc 



lf <fc f 

1 Hu ' 



v w_ 

du 



on pent poser 



dc 
du 
dc' 
du 
dc" 



dx dx 

- h Ji - 5 
du dv 



dr 

~- 
du 



-~-i 
dv 

ds 



-- = m -7 h n -r- , 
dw dt dv 



m et /i elant deux coefficients & determiner. On pourra de mme, 
en introduisant deux inconnues nouvelles, ecrire 



(9) 



dc 



dc" 

- 

dp 



,dx . dx 

' _u 7l ; T , 

dw dp 

. dy .dy 

r -f- -f- w'f-j 

d^ dp 



-f-7l '- 

dp 



Si Ton subslitue ccs valeurs des derives de c, c', c ;/ dans les 
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equations (7), on trouve les relations 

I ^- -+ m E -!- n F = o, ==- H- ;?i F -+- n G = o, 

, 1 Jtl H 



iP'^ IM 'E-n'F = o 51 

( If ' ~ 5 H "^ m """ n "" ' 

qui feront connaitre m, n, m 1 ', ft'. On obtient ainsi les valeurs 
- FD '~" GD - FD ED ' 

r FD"-GD' , FD' ED" 

m = ~ , n = 



H3 
entre lesquelles existent les relations 

(t2) m'E -f- (n' ;?i)F /iG = o, 

DD" D's 



nm = 



H* 



dont nous aurons a faire usage. L'expression DD' ; D /2 joue un 
role tres important. Gauss a montre qu 7 on pent Fexprimer exclu- 
sivement au oioyen des derivees de E, F, G. II suffit pour cela de 
s'appuyer sur les identit^s suivantes. 

699. En diflf6reatiant les equations (a), on a evidemment 

dx d^x \ dE o da? d*x i dE 

a G>P 
.i dG 



Sth? 
flip 



da dv 



DifTerentions par rapport a u la seconde des formulcs (a) et 
relranchons-en la d^riv^e de la premiere par rapport a r ; nous 
trouverons ainsi 



On de'monlrera par un proc6d6 analogue la relation 

, .. * 

If)) 



ij si Ton dijQT^rentie liquation (i5) par rapport ci 9 et que 
Ton en retranche la d^riv^e par rapport a u de la troisi&me 6qua- 
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tion 
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obtiendra 



i 2 dp 2 \duOv / 
nous poseronSj pour abreger, 



2 dp j 2 da- 
La multiplication des determinants D, D /7 nous donnera 

do? d-x 



dx dx 
du dp 



So* x o*x 
da^ dp- 
I p| d-# d,2? 

DD /7 =: I V -- - 

j Oda 2 da 

Su X OX \ OX (JX 
difi dp da dp 

on, en tenant compte des formules (2), (i4)> (*$] 

Sd^x d^x dF i dG i dG 
da 2 dp 2 dp 2 da 2 dp 

E F 



09) 



1 dE 

2 da 



_dF _ i dE 
da 2 dp 



G 



Par un calcul analogue, on trouvera 



(20) 



n/^y 


i dJi 


i dG 


O\dadP/ 


2 dp 


2 da 


i dE 


E 


F 


2 dp 






i dG 
2 da 


F 


G 



et, par consequent, si Ton remarque que, dans les deux d^termi- 

nants, les deux termes XT~ TT ct S ( T '- } ontle m^me mulli- 
kJ da- dp 2 L/Vdadp/ 

plicateur, el si Ton ticnt cornpte des formules (17), (18), on 
obtiendra la formule definitive 



DD* -!)'* = 



dF i dG 


i dG 






i dE 


i d 


T _. __ 


__ . 







_ . . 




dp 2 da 


2 dp 






2 dp 


2 di 


1^5 E 


F 




I ^ 


K 


F 


2 da 






2 dp 






d b" i dli 

. . _ m ^ p 

G a 2 dp 


G 




i dG 
2 da 


F 


G 
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Ainsi se trouve etabli le resultat important que nous avions 
annonce; le second membre ne contient absolument que les 
coefficients qui figurent dans Felement lineaire et leurs derivees. 

700. Les relations precedentes constituent tout ce que Ton 
doit a Gauss dans cette partie de Ja theorie. Celles que nous allons 
ajouter et qui s'en deduisent immediatement tiennent lieu des 
formules de M. Codazzi. 

Differentions la premiere des equations (8) par rapport a 9, la 
premiere des equations (9) par rapport a u et egalons les deux 

valeurs de -^~ que Ton obtient de cette tnaniere. Nous aurons 
du uv ^ 



du \ dv d 

Cette equation est encore verifiee quand on j remplace v par y 
et pars. Ajoutonsles trois Equations ainsi obtenuesapres les avoir 

multipliers respectivement d'aborclpar -r^? > ^ enstiitepar ^, 

^, : nous aurons, en tenant compte des formules (2), (i4), 
dv dv 

(,5) et(i6), 

^ _ l 9 \ _ yL ^ E 

DP 2 0*W / 2 t^W 



(23) 



/();?! ()m \ , /t)/?- ^/i \ 

H J / ) J- F ~ r- ) = 0, 

\ t^(^ <^M / \dv ou J 



2L~""J?' ?9 If m' /"^ - -- - 

""" 2 i)w 2, ^f \ ^M 'A i 

/ ^/^ t)A?Z,' \ p / ()/i c)ft/ 

" h \"^p "" "5w"/ \dv du 

Si I'on rapproche ces deux formules des equations (i) et (i3) 
et si Ton remarque que DD tf D /a depend seulcment des coeffi- 
cients de I'^ment lineaire et de leurs de'rive'es, on aura constitu^ 
un systeme de qualre Equations qui serviront a determiner les 
inconnues m, n, m f , n j quand Foment lindaire sera seul connn. 

Ce systeme pent tre remplac< par le suivant. Substituons aux 
quantity's m, n, m f , n f leurs expressions en fonclion do D, D ; , D f/ 
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donnees par les formulas (i i). Apres un calcul facile, qui peut 
mmeeti^ebeaucoup abrege si Ton lienl compte des relations (10), 
on obtient, a la place des deux equations (28), les stiivantes : 



(24.) 



dv J \ 2 dv dv dv 



D" ( F F -- 



du dv dv 

-H D" ( - G ~ -H E - F ^ - ] 

\ 2 ou du da 2 

Ces deux Equations aux. d^rivees partielles, jointes a la rela- 
tion (21), serviront a la determination de D, D', D ff qtiand on 
connattra les coefficients E, F, G de Ferment lineaire. 

Si nous nous reportons au n 503 [II, p. 878], nous recon- 
naitrons aise'ment que le systeme precedent, forme par les equa- 
tions (21), (24) et (a5), esl tout a fait Tequivalent des formules 
donnees par M. Codazzi. 11 resulte, en eflet, des formules (44) 
[II, p. 879] que les rotations du triedre (T) peuvent s'exprimer 
lineairement en fonction des trois determinants D 7 D ; , D". Une 
transformation trs simple rattache done le systeme pr^cddent 
a celui que nous avons developp^ dans les premiers Chapitres du 
Livre V. 

701 . La remarque pr^c^dente permet de prevoir que Ton pourra 
obtenir tons les cements relatifs a la courbure en introduisant 
seulement les quantile"s D, D ; 7 D ff . Cherchons d'abord les lignes 
asymplotiques. L'idenlil6 



dc dx -f- dc' dy -i- dc' r ds = 
nous donnera, a Faide des formules (8) el (9), 

(a6) C dc dx = ( D difl*- ^D' du dv H- D 
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et, par consequent, Tequation cherchee sera 
( 27 ) D du* -t~iD'du dv -*- D" dv* = o. 

Considerons maintenant les lignes de courbure et employons 
les equations d'Olinde Rodrigues 

dx ~\- R dc =- o, dy -~ R dc' = o, dz-- R dc" = o. 

Si on les ajoute, apres les avoir multipliees successivement par 

dx dy dz dx dv dz > i ., - . 

j/_ 3 T- et par ~-7 -; 3 --. on obtient le systerae suivant : 
du, du du l dv dv dv J 

( E du -- F rfp jj (D rfw H- D' ^) - o, 

( " 8) J R 

( F du + G ^P g ( D' r/w -4- D" ^) = o. 

[-.'elimination de -v~ nous conduit a 1'equation aux rayons de 
courbure principaux, 
(29 ) (DD" D'2)R 2 RH(GD - ^FD A 4- ED") -^ H* = o. 



Cette equation contienl le tbeoreme de Gauss; car on en de- 
duic, pour la courbure totale, Fexpression 

/0 i DD ff D /J 

(3oj ^ - 1 - , 



qui ne depend, nous 1'avons vu, que de Felcment lindaire. 

Si Ton e'limine R entre les Equations (28), on obtiendra liqua- 
tion different! el) e des lignes de courbure sous la forme 

(3 1) (FD ED') du*+ (GD ED ;/ ) du dv 4- (GD' FD /; ) dv* = o. 

EnGn la representation sphdrique cle la surface sera donn<Se 
par la formule 



(32) 



702. II nous reste maintenant a indiquer comment on rcsoudra 
la question suivante : fitant donndes les valours de D, D', D ;/ en 



= 1^ (D du -H D f dV) 2 - (D ^w -4- D' dv )( D' du + D" <f P) 
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fonction de u et de p, determiner la surface, c'est-a-dire trouver 
les valeurs de #, JK? 3. La solution se presente ici sous une forme 
moins simple et moins symetrique que lorsqu'on emploie les for- 
mules de M. Codazzi. Cependant, on trouve encore dans le Me- 
moire de Gauss un systeme de formules qui peut conduire au 
resultat que nous avons en vue. 

II est aise de reconnaitre que les equations deja obtenues per- 
mettent, lorsqu'on connait D, D', D /x , d'exprimer les derivees 
secondes de #, j', s en fonction des derivees premieres. Si 1'on 
reprend, en effet, Fexpression de c, on aura evidemment 



- 

dv dv c)u 



f VI -ftrtr + tete. 

dv/ 1 \dv dt> <)u di> 



c'est-a-dire 

(33) . C2r:l A^7, 

Az designant ['invariant du premier ordre de x* En portant cette 
valeur de c dans les deux premieres equations des systemes (8) 
et (9), on aura deux equations qui contiendront les derive'es se- 
condes de x. On les adjoindra a la relation (22) pour tirer de ces 
trois Equations les trois derivees secondes de#. Au reste, on pent 
obtenir le meme resultat d'une maniere plus elegante. 

Remarquons, en effet, qu'on peut toujours trouver trois quan- 
tit6s A, B, C permettant d'ecrire les relations 



(34) 

/ 



dx -. dx 
_. 



-r- --T- 
du dv ' 



car ces equations, considere'es comme devant determiner A, B, C 7 
ont leur determinant difF6rent dc z6ro. 

Si on les ajoute, apres les avoir multiplies respectivement par 

/ u dx dy dz ~ dx dy dz , , , 

c, c', c , puis par ^-, ^, -, el enfin par --, ^, -, on obtiendra 
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les relations 









D 








A = 


H' 






t 


d _ 

du ~" 


BE- 


.CF, 


dF 
du 


i 

2 


dE _ 


BF- 


r-CG, 



d'ou 1'on pourra tirer les valeurs cle A, B, C. En les portanl dans 
la premiere des equations (34), on aura 



(35) 



~ ~~ ? 
c^e^ 2 cJp u ^ 



Par des calculs analogues, on obtieodra deux autres equations 
qui permettront de constituer le systeme suivant : 



(3G) 



du- r >. d& \ d dp/" 1 \du 2 dp/\ dp d/ 

2 du 
du ) \~ du dp / 2 dp \*" dp 

Si Ton remplace c par sa valeur tire'e dc liquation (33), les 
formules pre"cedentes ne contiendront plus que les de'rive'es de x. 
On obtiendrait des relations analogues en remplagant x et c par 
y et c r ou par s s et c tf . 

703. Nous ne nous amjterons pas a la discussion complete du 
systeme pr6ce"dent, qui est enticement du & Gauss. II serait ais$ 
de prouver que les Equations (36) admettent une int^grale conte- 
nanttrois constantes arbitraix^es; mais nous r^p^terions, sous une 
forme diffe*rente, une discussion deja faite au Livre T. Nous re- 
marquerons, seulement, que le systeme precedent aurait pu con- 
duire imm^diatement ^ 1'equalion du second ordre qui de"finit les 
surfaces admettant IVl^ment line'aire donn6. 

Nous pouvons, en effet, d(5duire des formules (36) les valeurs 
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de D, D', W et calculer DD" D' 2 , ce qui donne 



(37) 



du dv 
, dx T-, dx \ / t)F i dEi 

1 du dv ] \du '2 dv } \" dv A du 

2 du ) \ du dv J 2 dv 

En remplacant c 2 par sa valeur i A#, tiree de Tequation (33), 
et DD rf D /2 par son expression deduite de la formule (21), on 
aura une equation ne contenant plus que les de*rivees de x et les 
coefficients de Fele'ment Iin6aire. C'est V equation aux derivecs 
partielles du second ordre dont V integration donnerait la 
solution complete du probleme propose. Nous 1'obtiendrons par 
bien d'autres m^thodes plus precises. Mentionnons, des a present, 
tine propriete qui i^essort assez simplement des ralsonnements 
pr^c6dents. 

Si I'on appelle selon 1'usage r, s, t les derivees secondes de #, 
1'equation differentielle des caracteristiques de liquation pr<c^- 
dente, e*crite sous la forme <I>(r ? s, t) = o, sera 

- dv* du dv n du^ = o . 

dr ds dt 

Les formules (36) nous montrent imme'diatement que cette 
equation peut s'e*crire 

( 38 .) D difi -t- -2 D' du dv -f- D" dv* = o. 

Done les caracteristiques de V equation aux derivees par- 
tielles (37) sont les ligjies asymptotiques de la surface. 



LIVRE VII. CHAPITRE IV. EQUATION DES SURFACES APPLIGABLES, ETC. 253 



CHAPITRE IV. 

EQUATION AUX DERIV6ES PARTIELLES DES SURFACES APPLICABLES 



SUll UJME SURFACE 

Methocle direcie permcttant d'obtenir immediatement Pequation aux derivees 
partielles dont depend la recherche des surfaces applicables sur une surface 
donnee. Remarque de Bour sur une inie'grale premiere de cette equation 
Autres melhodes conduisant a la rn6me equation. Emploi des parametres 
differentiels de M. Beltrami. Developpement de 1'equation lorsqu'on choisil 
differents systemes de coordonnees. Coordonnees symetriques. ~ Courbes pa~ 
ralleles et leurs trajectoires orthogonales. Cas ou la surface est de"finic par 
son equation en coordonnees rectilignes. 



704. Nous aliens indiquer maintenant differentes methodes qui 
permettent de former 1'equation aux derivees partielles des sur- 
faces applicables sur une surface donne*e. Une des plus directes 
est celle que nous avons donnee en 1872 dans noire Afemoire sur 
une classe remarquable de courbes el de surfaces algebriques. 

Le probleme pos6 peut s'6noncer comme il suit : E, F, G etant 
des fo net ions donnees de u et de v, krouver toutes ies f auctions 
x^y^ z de u et de 9 qui satisfont identiquement a 1'equation 
(i) dx^ + dy^ -+- dz*> = E di& -h a F du dv -+- G ^ 2 , 

ou du et d9 peuvent etre pris arbitrairement. 
Iilcrivons I'6galit6 pre"ce*dente sous la forme 

- aF du d9 -H 



Le premier membre represenLe le carre* de Telement lin^aire du 
plan et, par consequent, la surface dont l'e"l<$ment lin^aire a pour 
carre" 

E rfws-f- aF du dv H- G <fr (~ du -+- ~ do}* 

\du <Jv 1 

devra avoir sa courbure nulle. En e*crivant cette condition, on 
obtiendra une 6quation aux d6rivees partielles pours. Nous allons 
former cette Equation, et nous verrons qu'elle est du second ordre. 
D^signonSj pour abr6ger, par /?, q, r, s, t Ies deriv6es pre- 
mieres et secondes de z par rapport 4 u el a ^, et, pour exprimer 
que la courbure est nulle, servons-nous de la formule (21) du 
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Chapi ire precedent, ounous remplacerons E, F, G respectivement 
par E- p 2 , F pq, G ^ 2 . Nous aurons 1'equation 



, d 2 F 


d 2 E d^G , dE dF dE J 


4 dwdp 


^ dp 2 * dzi 2 ** " ** dw ^ dw dp * 




^ F ^ G 17 2 17 

2 _ <2 njf E p 2 r pq 
dv du 




dG T- n 

- zqt F pq G - # 2 


1 


dE dG 






Q ^_ 2/>S - *i ^S 




dE 






= dp 


2/?s E /? 2 F - - /?^ 




dG 


- 2?s F~ M G- S 





Par quelques additions de colonnes, on donnera a cette equa- 
tion la forme plus elegante 



(3) 



oil L est la quantite* d^finie par 1'^quation (18) du Chapitre pre'- 
cedent. Le d^veloppement des deux determinants n'offr^ auctine 
difficult^ et nous conduit liquation cherche'e 



i 2r P 3 




1 2S /> ^ 


* /T , , ^ dG dG 
22 4L-^4 5 2 "i >~"" ~r" 
dp dw dp 




2 dE dG 
45 dp dw 


P f u E F 


IS 


p ** E F 

t^P 


ff a^- d -5 F G 




/, d& K r 

^ - r G 


du dp 




2 dw 



(-D 



T ^dF _,dG ^dGl T^dG ^dG ^dFl 

ajor aG-, -- G- -- F -r- \-t-igr E -- -f- F-. -- 2F~~ 
^ L dp du dpj J \_ dp du dpj 

, r^dG ^dEi , r^dE T1 dGi 

4 JDS F - --- G-r- M - 4 (75 F - --- E ^ 

^ I du dp J H ^ L t)p dw J 

_dE ^dFi r -dF -dE r d\n 

- -4-F-. -- aF-~ -+-2(7/ aE-r -- E- --- F-r- 
dp d^^J ^ L dw dp dwj 

l 
J 



c)E dG dF dG /dG\ 2 

-p- - --- 2 -r -- r~ 

dp dp du dp 

dE dG dE dG dE dF dG dF , dF dF 

-- _ __ _ - _ 2 _ _ _ 2 _ ~ ~ ! - 4 _ - ' 

- -* 



dG 



dF dE dEV- 



1 

J 



d 2 F 
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II nous reste main tenant a examiner si toute solution de cette 
equation fourniraune solution da probleme, c'est-a-dire fera con- 
nattre une surface admettant Felement lineaire donne. 

II semble an premier abord que la reponse doive tre absolument 
affirmative. Nous avons exprime, en effet, que la surface dontl^le- 
ment lineaire a pour expression 

(5) ds^^ E difi-i- 'iF du dv -h Gdv* dz* 



a sa courbure nulle. Or nous avons vu que, dans ce cas, on pent 
ramener Felement lineaire a la forme 



et, par consequent, constituer une solution du probleme propose. 
Mais la methode suivie au n 684 suppose essentiellement que 
I 7 element lineaire (5) n'est pas un carre parfait; et, d'autre part, 
il esl aise de reconnaitre que 1'invariant de Gauss s'annule quand 
cet element lineaire devient un carr6 parfait, c'est-a-dire lors- 

qu'ori a 

(E-^XG-^-^F --/>)*=<>. 

Nous pouvons done ^noncer la proposition suivante : 

L equation differentielle du second ordre (3) admet loutes 
les integrales de V equation du premier ordre 

(6) A*r-l, 

dont depend le probleme des lignes geodesiques. Mais toute 
integrale de I' equation (3) qui ne satis/ait pas a V equation 
pr6cdente donne une solution du probleme, c*est~&-dire une 
surface admettant V&ttment lin&aire donn. 

Bour avait deja remarqu6 (*), sans donner la raison de ce fait, 
que les solutions de 1'equation (6) appartiennent aF6quation (3). 
D'autre part, M. Weingarten, qui, dans un travail tres recent ( 2 ), 
a repris la methode pr^cedente, a remarque" qu'alors m^me que E, 
F, G et z seraient re"els, la surface correspondante pent bien tre 



(') Journal de t'J&cole Poly technique, XXXIX. 6 Gainer, p. i5. 
( s ) WEiNaARTEN (J.), Ueber die Theorie der aufeinander abwickelbaren 
Oberflachen. Berlin; 1884. 
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imaginaire. En effet, la solution z pent etre telle que le second 
membre de la formula (5) solt decomposable en deux facleurs 
lineaires reels. Alors, si Ton ne veut employer que des fonctions 
reelles, il sera reducible setilement a la forme 

dx* dy*. 

Mais cette remarque n'a evidemment d^nteret que si Ton se 
preoccupe de la distinction entre les quantites reelles et imagi- 
naires, distinction qui est secondaire dans une telle question. 

Dans le travail deja cite, j'ai remarque que la inline m6thode 
permettrait de former Pequation dont depend la distance du point 
de la surface a un point fixe de Pespace. En effel, si Pou emploie 
des coordonnees polaires, liquation a r^soudre sera 



^ = E 
ou encore 



. ofi 
_ = sin 2 6 



r a r a 

En exprimant que le premier membre est le carr6 de P6l6menl 
lin^aire d'une surface de courbure totale gale a i, on obtiendra 
une Equation du second ordre a laquelle satisfera ;\ Nous la for- 
merons plus loin. 

705. Nous allons maintenant faire connaitre d'autres methodes 
qui conduiraient ggalement a Pequation (4). Imaginons, par 
exemple, quePonrapporte la surface a un tridre (T) ct reprenons 
le syst&me de formules employ^ au Livre V (Tableau I, p. 38a). 

Si nous d^signons par x, y, z les coordonn^es par rapport au 
tri&dre (T) d'un point fixe A de Pespace, les projections du de- 
placement de ce point donates par les formules (B) devront 6tre 
loutes nulles. On aura done 

dx 
o. 



ps ^ -f- = 0, (8) 

* du 

dz 



da 

dy 



ds 
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On salt que , r i; <, r H , / et /< dependent exclusivement de 
1' element lineaire, tandis que/), ^, /?< ? q\ varient lorsque la sur- 
face se de" forme d'une maniere qtielconqae. Posons 



p designera la moitie du carre de la distance du point fixe A an 

point considere M de ]a surface. Nous allons former I'equation aux 

derivees partielles a laquelle satisfait p. Pour cela nous ajouterons 

les equations de cliacun des groupes (7) et (8) apres les avoir mul- 

tiplieesrespectivement par ^,JK, ^, ce qui donnera les deux equa- 

tions 

/ \ > ^P t- ^P 

(10) {^-j-Tjy-H -C =0, ii^~r-'ni7H- ^ =0. 

Au moyen des form u les (9) et (10) nous pourrons exprimer x, 
y, z en fonction des derivees de p et des coefficients de 1'element 
lineaire. Si maintenant nous tirons des equations (7) et (8) les va- 
leurs de /?, q, p { , q { , nous anrons 

dy dy 

S^rX-T- - -4-7], - 



--^-, i -- 

ces valeurs, substitutes dans la formule 
dr dri 

^-^ 

nous donrieront la relation 



II suffira de remplacer ^^y, -s par leurs valeurs tiroes des Equa- 
tions (9) et (10); on obtiendra ainsi une equation qui contiendra 
seulement p et ses de'rive'es des deux premiers ordres combinees 
avec I, TO, ?j, v] o r, r t et leurs ddrivie&, quantit^s qui, commenous 
Favons d^ja remarqu^., dependent exclusivement des coefficients 
de T^le'ment lineaire donn6. Si Ton introduit successivement les 
hypotheses qui correspondent aux differents systemesde formules 
D. III. 17 
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que nous avons developpees au Livre V[II, p. 384, 385, 38j], on 
aura, dans chaquc cas, 1'equation aux derivees partielles dont d6- 
pend la variable p. 

706. On peut employer une methode analogue pour former 
Fequation a laquelle satisfait, non plus p, mais une des coordon- 
nees rectangulaires du point de la surface cherchee rapportee a 
des axes fixes. 

Si a, 6, c; a', b f j ... d^signent les cosinus directeurs qui de- 
terminent la position du triedre (T) invariablement Ii6 a la surface, 
et si x, y, z sont mainlenant les coordonnees du point de la sur- 
face, c'est-a-dire du sommet du triedre, par rapport a des axes 
s^ on a, comme Ton sait (n 503), 

dx ,. , dx .. y 

~=a%~}-bT}, = ah-*- byi, 

de sorte que a, b peuvent s'exprimer en fonction des d^riv^es de x. 
lilcrivons les Equations 

da r I da 

- = br-cy, 



-r- = cp ar\ \ - = cpi - - an. 

du r ' \ dv ^ l 

Nous en ddduisons 

/ db db 

\ cp = ar+^, c jPl =ar 1 H-^, 

(16) } , ** , * 

I c * = br -W 091 = ^-^, 

et si nous portons ces expressions de /?, ^jj^i, q\ dans liquation. 

/ x $ r $ r \ 

(17) 35""^ =^1-^1. 
il viendra 



(18) 

= f ar -H -- 
V du 



llsuffit de rernplacer a el b par leurs valeurs tiroes des relations (i3) 
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pour obtenir Fequation du second ordre a laquelle satisfait x^ et 
Fon voit de plus que toute Integrate de Fequation (18), pour la- 
quelle on n'aura pas 



permettra de determiner a, &,/?, #j/>o q\ et par consequent don- 
nera une solution bien determinee du probleme propose. 

707. Enfin j'indiquerai une derniere methode fondee sur la con- 
sideration des parametres differentiels. 

Conservons les notations du n 679; nous avons vu que, si 
Ton pose 



les premiers invariants de p ont les expressions suivantes 

Ap = ap Pa, 



kl _ ^ _. 

II r&sulte cl'ailleurs de la definition de P, Q, Q' que Fon a 
(20) ap = P*--Q*-HQ'*. 

Ces diverses Equations vont nous permettre d'etablir une rela- 
tion entre REV et les invariants di(T6rentiels de p. On en* de"duil, 
en effet, 

\/ n PNP\ n ol PAP P ^* "^ ^ ~ 

-HP' l /L^SF * j * ujr * ijiw 



ou, en tenant compte de liquation (20), 



Si Fonremplace Ppar sa valeur tir^ede lapremi^re Equation (19), 
ce qui donne 



A(p, /ap^"Ip)[ Aj, p a] = /-2p Ap A(/2p~ Ap)-~ 
et si 1'on developpe les calculs, on est conduit & la relation cher- 
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chee 



II suffira main tenant de rem placer RR' par sa valeur en fonction 
des coefficients de 1'el^ment lineaire pour obtenir 1'equation du 
second ordre a laquelle satisfait p. 

Nous rencontrons ici un fait curieux et qui avait etc deja 
annonce. Lorsqu'on fait des applications de 1'equation (21), lors- 
qu'on la calcule dans des cas particuliers, on trouve qu'elle con- 
tient toujours en facteur Ap. En d'autres termes, le quotient 

A Ap a A 2 p A('p, Ap) 
( M) ff(p) = - _ ---- 

est toujours entier. C'est uue fonction liomog^ne et du second 
degre par rapport aux derives premieres et secondes de p. Pour 
avoir liquation aux derivees partielles d^barrassee de tout facteur 
(Hranger, il faut done intrdduire ce nouvel invariant, et elle prend 
alors la forme simple 

t>. p Ap 
(23) A 2 p~i-Ho-(p)-h~^^ = 0. 

11 est aise maintenant d'en deduire liquation a laquelle satis- 
fait line fonction lineaire quelconque des coordonn^es a: 9 j', z* 
En effet, Fequation prccedentc admet la solution 



et cela, quelles que soient les constantes #, i, c. Si nous prenons 
Jes terines de degr supdrieur en a, 6, c, qui sontdu second degre ? 
leur ensemble sera done egal k z&ro. Posons, pour abr^ger, 



nous aurons amsi 



Telle est liquation a laquelle satisfera "f. 

Si 1'on fait- 

b ~ c ~ o, a =. i , 
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o deviendra egal a x, et il restera Inequation 

, i \x 

<!*:>) y( X )+. .__ o. 

Mais, si I'on suppose que o soit une de ces fonctions pour les- 
quelles on a 

^2^_/ ? 2-i-C 2 = O, 

si, par exemple, on prend 

cp = x -4- iy, 
il viendra Inequation 

Ao 



qui est homogene et plus simple que la precedente. Nous aliens 
main tenant developper ces equations en employanl diflferenls 
sjstemes de coordonnees. 

708. Dans le cas des coordonn6es symetriques, on a 
fls* = 4 X2 du dv ; 

I'equalioa (4) devient ici 



/' ft/? - p 1 - ( 2(7 

7 J 



p- - p- ^--- . 

Ou J\ J dv ) x r- LJ dudv 

Ellc coincide, aux notations pres, avec celle qui a etc donn^e 
pai > Bour (*). 

Si Ton garde seulcmcnl, dans I'equalion prec^dente, les termes 
du second degr^, on obtiont la suivante 



==0, 



c[ui n'est autrc que liquation (26), dcrite en coordonndes syme- 
triques, et qui a e"te donnee par M. Bonnet ( 2 ). 

Si Ton suppose que Tune des families coordonnees soit formee 
de g^odesiques, il faudra prcndre 



( l ) Journal de Vticole Poly technique, XXXIX 6 Cahicr, p. *5. 
( a ) Journal de V$c f ole Poly technique, XLIP Cahier, p, 3. 
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ctFequalion (4) nous donnera 



Nous ne multiplierons pas les exemples; mais nous indique- 
rons encore la forme que prend 1'equalion an cas ou 1'on veul 
trouver les surfaces applicables sur line surface qni est simple - 
ment definie par son equation en coordonnees rectangulaires, 



En designanL par les letlres/?, g, . . . les derivees de 5, on aura 
ici 



E = 
el 1'^quation cherchee sera 

( (^ 
( 0) | 

les lettres majuscules designant les derivees de la fonclion in- 
connne Z. L'dqualion admebla solution 

/I = ^j 5 
ce qui elait evident a priori. 
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CHAPITRE V. 

ETUDE BE INEQUATION AUX DE1UVEES PARTIELLES PO.NT DEPEND 
LE PROBLEME DE LA DEFORMATION. 

Notions preliminaires sur les equations du second ordre qui sont lineaires par 
rapport a /', s, t, rt s' 2 . Problcme dc Cauchy. Definition precise des ca- 
racleristiques. Theorie geometrique de 1'intcgration, rcposanl sur les pro- 
prietes des caracte"ristiques. - Application a quelques exemples simples. 
Etude particuliere de 1'equation dont depend Ic probleme de la deformation. 

On peut enoncer ici le probleme cle Cauchy sous la forme suivante : Deformer 
la surface de telle rnaniere qu'une courbe tracec sur elle prenne une forme 
don ne'e a 1'avance. Propriete remarquablc des asymptotiques. Problemes 
divers. Deformer une surface de telle rnaniere qu'ellc puissc s'inscrire dans 
une developpable donnee, suivant une courbe donnee. Nouvellcs manieres de 
poser le probleme de la deformation. liquations simultanees auxquelles 
doivent satisfaire les parametrcs des deux families d'asjmptotiques. Demon- 
stration dc diverses propositions sur les asymptotiques et les surfaces gauches. 

liquations simultanees auxquelles satisfont les coordonnees curvilignes, con- 
sic!6rte comme fonctions des pararnetres des deux families d'asymptotiques. 

Application a un cas particular. 



709. Nous avons cl^j^i indique que les caractdrisliques de li- 
quation aux d^riv^es partielles dont depend le probleme de la 
deformation sont les lignes asjrnptotiques dc la surface cherch6e. 
Avant de donner une demonstration nouvelle de ce rdsultat et 
d'en faire ressortir la signification el les consequences, nous en- 
trerons dans quelques considdralions g(nerales sur les courbes 
auxquelles on a donn^ le nom dc caracldri&tiques* Celte etude 
pr^liminaire nous parait d 7 autant plus n^cessaire que Monge ? il 
faut bienle recounattre, n'a jarnais donn6 une th^orie satisfaisante 
de ses m6thodes d'integraLion. 

Bornons-nous, pour plus de netted, & une Equation de la forme 

(0 A(r* **)-4-Br4-'C4f-hB / +- D = o, 



ou A, B, C, D, B' sont des fonctions quelconques de x^ y, z, p, q, 
et consid^rons x, y^ ,z cornme les coordonn^es d'un point de 1'es- 
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pace. Pour tronver toutes les solutions possibles de 1'equation 
propos6e, il est clair que Ton pent se contenterde cbercher toutes 
les surfaces, satisfaisant a Tequation (i), assujetties a la condition 
de passer par une courbe donnee et d'admettre en chaque point 
de cette courbe im plan tangent determine. 

Si Pon se deplace le long- de cette courbe, x, y, z, p, q sont 
des fonctions connuesd'un parametre variable et la differentiation 
nous donne les relations 

(2 ) d s = p dx -4- q dy ; 

dp -*-= 7^ dx -t- s dy. 



I dq = s dx -r t dy. 

Les deux equations (3) ne nous permettent pas de determiner 
les valeurs des trois derivees r, s, t au point consider** de la 
courbe; mais, si 1'on en tire/- et t en fonction de s pour les porter 
dans 1'equation (i), celle-ci prend la forme 

(4) Ms~L=o, 

oil 1'on a 

M = A (dp dx -*- dq dy} ~t- B dy* ~f- B' dx* zCdx dy, 
L = A dp dq T- Bdpdy-*- B' dqdx-*-T) dx dy. 

Par consequent, si M n'est pas nul, liquation (/{) determine s 
etles equations (3) font ensuite connaitre ret/. 

Le m<me raisonnement, appliqu6 aux derivees d'ordre supe- 
rieur, nous montre que les valeurs de toutes ces derivees peuvent 
(oujours etre d^terrnindes en chaque point de la courbe. On voit 
done que, si Ton suppose la fonction z d^veJopp^e par la s6rie de 
Taylor, on aura tons les coefficients dece d^veloppement, pourvu 
toutefois que les valeurs initiales ^r , j (y de x etdejKse rapportent 
a un point de la courbe (G). Cauchy a consid^r^ ce d^veloppe- 
nient, et il a montr^ que, sous certaines conditions de continuity 
<ju'il est inutile d'enoncer ici 3 il sera convergent et ddfinira une 
inlcSgrale dc 1'equation proposee, integrale qui satisfera aux con- 
ditions enoncc^es. C'esl dans ce sens que nous dirons que la con- 
dition de passer par une courbe donne'e et d'etre inscrite suivant 
cette courbe a urie'ch'voloppublo donnoc dofinil une integrate de 
liquation aux d(u*iv^cs purticlles. 
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710. Mais les raisonnements qui precedent supposent essentiel- 
lement que Tequation (4) fournit pour s line valenr qui n'est ni 
infinie ni indeterminee. 

ficartons la consideration de ce qui arrive en des points isole's. 
Si M est mil en tons les points de la courbe sans que L le soit, le 
probleme propose sera evidemment impossible, au moins si Ton se 
borne aux surfaces qui n'onl pas la courbe (C) pour ligne singu- 
liere. Au contraire, si M et L sont mils, Tun et I'aulre, en chaque 
point de la courbe (C), il est impossible de determiner s et Ton 
reconnait de meme, en passant aux derivees d'ordre superieur, 
que, dans chacun des ordres consideres successivement, une 
des derivees .pent etre prise arbit retirement. 

Nous donnerons le nom de caracteristique a V assemblage 
forme par une courbe et la, developpable qui la contient, toutes 
les fois que les fonctions d' une seule variable qui determinent 
cef assemblage satisfont aux deux conditions 

(0.) M = o, L == o. 

Sur toute iiHegrale il y a une infinite de caract6risliques. Eu 
effet, si Ton se deplace sur une integrale, on aura toujours 1'equa- 
tion (/[') comme consequence des equations (i), (2), (3), el, si Ton 
choisit pour les d^placements Jes directions qui satisfont a 1'imiqiie 
condition M=o, I'equalion (4) donnera egalement L = o 

Comme I'equalion M = o est du second degre en - ? il y a, en 

general, deux families distinctes de caracteristiques. On peut du 
resle s^parer netiement ces deux families et obtenir leurs Equa- 
tions sous une forme simple en ope"rant de la maniere suivante; 
X cl^signant une arbitraire quelconque, on a 

o = AL -f- X M rrr (' A dp H~ B' dx -\- \ dy}( A dq -f- B dy -+- 1 dx) 

- BB ; AD) dxdy. 



Si done on prend successivement pour X les deux racines \\ el 
de 1'^quation 



(7) Xs-t- 

on sera conduit aux deux equations 

( A dp H- B' dx -4- \i dy}( A dq -4- B dy ~'~- 1 { dx) -= o, 
( A dp -t- B' dx -4- X 2 dy) ( A dq M- B dy 4 - X s dx ) = o, 
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qui se decomposent elles-memes en d'autres plus simples. En 
associant convenablement les facteurs obtenus et en ojoutant I'e- 

quation evidente 

dz = p dx -f- q dy, 

on sera conduit aux deux systemes suivants 

/ dz p dx q dy = o, 

( 8 ) ] A dp -f- B' dx ~\~ \ dy = o, 
( A dq ~f- B dy H- X 2 dx = o; 

dz p dx q dy = o , 

( 9 ) A dp -r- B' dx -f- X 2 dy = o , 
A dq -+- B dy H- )^ afo? = o, 

qui definissent les deux families de caracteristiques. On voit que 
ces deux families seront distinctes tanL que les deux racines \ et 
1 2 seront inegales. 

7H. En resume, le probleme qiii consiste a determiner une in- 
t^grale de r^qualion (i) tangente snivant une courbe donn^e (C) 
a une de"veloppable donn^e (A) est, en ge"n6ral, pleinement d6tcr- 
mine et admet une solution unique a moins que Passemblage 
forme par la courbe (C) et la de>eloppable (A) qui la contient ne 
satisfasse aux equations '(6) ou a Fun des systemes (8), (9). 

On pent e*videmment presenter ce resultat sous une autre forme 
en disant que les caracteristiques sont les seules courbes suivant 
lesquelles deux integrales differentes puissent etre tangentes ou 
osculatrices. Ainsi : 

Si deux integrates de U equation (i) sont tangentes sui9ant 
une courbe, cette courbe est une caracteristique ; en tui adjoi- 
gaant les plans tangents, on obtient un assemblage qui satisfait 
aux equations (6) ou d V un des syst&mes (8), (9). 

II resulte ^galement des-remarques prt5c6dentes que, si une sur- 
face quelconque est engendr^e par des caract&ristiques, c'est- 
a-dire s'il est possible de trouver sur cette surface une famille de 
courbes se succe"dant suivant une loi continue et qui, associe*es 
aux plans tangents, satisfassent chacune aux Equations (8) ou 
(9), ou, ce qui est la mme chose, aux Equations (6), cette sur- 
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face donne une integrale de 1'equation (i). En effet, on pent ton- 
jours remonter de 1'equation (6) a Inequation (4), puis, en rem- 
plagant dp et dq par leurs valeurs, a 1'equation (i). CeLte equation 
sera verifiee en tons les points par lesquels passera une caracte- 
ristique, c'est~a-dire dans toute 1'etendue de la surface. 

712. Bien que ce qui concerne Pintegration de 1'equation atix 
derivees partielles soit etranger au sujet que nous voulons etudier 
plus loin, nons allons en dire quelques mots pour montrer avec 
quelle facilite les resultats connus se deduisent des considerations 
precedentes. 

Supposons que 1'un des systemes (8) et (9), le systeme (8) par 
exemple, pr^sente une combinaison mtegrable 

co (ds p d oc q dy ) -h co 4 ( A dp -h B' dx -\- X t dy) 

q-r- B dy +- 



Nous allons montrer que toutes les integrates de V equation 

da premier ordre 

cp = const., 

scttisferonta V equation proposee- Eneffet, pour toute int^gralel 
de 1'equation pre"cedente, les trois Equations (8) se r^duiront a 
deux. 11 sera done possible de satisfaire a ces deux, equations en 
prenant des valeurs convenables pour les rapports de dx, dy, dz 
et, par suite, de determiner, sur 1'intc-jgrale I, une famillc de 
courbes pour lesquelles auront lieu les trois equations (8). 

La surface I, contenant une famille dc caractdristiques, sera 
ne"cessairement une int^grale dc liquation propos6e. Gette con- 
clusion ne pourrait souffrir d'exception que si ? pour l'inte*grale I, 
un au moins des facteurs to se presentait sous une forme ind^ter- 
min6e. 

Inversement, si toutes les solutions de liquation 

(ro) p(a?, y, s,p, q) = const. 

sont des inte"grales de 1'equation (i), 1'un des deux sysl6mes (8) et 
(9) admettra la combinaison inte'grable d^. En effet, les caracte"- 
ristiques de liquation (10) sont definies par le systeme 

( U ) ^5_ = $L - ' " d P - _:i^2 - d * __ 

c^cp c?cp dcp oto d dco do d 

_ i. ^jL, _ ' \, <n J ..... \, _ J. _j_ ft _ *, jn _ L _^,, Sj _ l ." 

dp dq dw (Jz dy J dz * dp * dq 
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Gomme on sait qu'il exisle une infinite d'integrales de 1'equa- 
lion (10), et par consequent de Inequation (i), qui sont langenles 
les unes aux autres suivant chacune de ces caracterisliques, on 
voit que les valenrs de dx, dy, dp, - . , tirees des equations pre~ 
cedentes devront satisfaire a Fun des systemes (8) et (9). On a 
ainsi pour cp 1'un ou 1'autre des deux syslemes 



(12) 



. /c)cp do\ ,^cp do 

___ A ( -I 4- JD --'- ) -f- R' -1 -H A! ~~ = o, 
\ dar y d^J / dp dq 



. 
_ A ( -i- -f- <? ) -f- B T '- -+- X, = o ; 

" 



dc5\ <3o c)cp 

A I -'- -t-/?-r ) -HBV -hX,~ 
[ dz / dp " dq 



_ A f ..'. 



Supposons, par exemple, que le premier soit ve'rifie'. Si nous 
ajoutons les equations (9) apres les avoir multiplies respective- 
men L par 

do id i do 

dz A dp ' A dq ' 
nous aurons 

do do do /do do do\ dx 

-r dz -4- -r~ dp -+- -~- dq -f- B -~ -f- At -~ A/? ^ -r 

</-s Op dq * \ dp dq dz J A 



on, en tenant compte des Equations (12), 

do r= o. 

La proposition que nous avions en vue est done 6lablie : les 
Equations (9) admeUent Ja combinaison integrablc rfcp ; et Toa 
verra de meme que, si la fonction tp satisfait aux equations (i3), 
la combinaisoa int^grable d<p est fournie par le systeme(8). 

713. Ce premier point e*lant ^tabli, arrivons an cas ou 1'un des 
syslemes (8) et (9) admet cleux combinaisons inte*grablcs du, dv. 
Alois il admettra anssi la combinaison i 



du - cp r (p) do r= d[u~ p(p)], 
ou cp designe une fonction arbitraire; el, par suite, loutes les so- 
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lutions de Fequation 

(uf) u Q( = o 

appartiendront a la proposee (i j. L'equation precedente est d'ail- 
leurs e*quivalente a la proposee ; car, si Ton elimine la fonction cp 
entre Fequation et ses deux premieres derivees, on est conduit a 
Fequation du second ordre 



qui ne differe de la proposee que par un facteur (* ). Ce facteur ne 
peut etre nul, infini, ou indetermine, qne pour certaines solutions 
exceptionnelles; et, tant qu'il ne sera pas mil, Inequation (i4) 
sera equivalente a la proposee. 

Re'ciproquement, si liquation du second ordre doit admettre 
une integrate premiere de la forme (i4) il resulte des raisonne- 
nients du numero precedent que les trois fonctions 

u, v, u <p(p;, 

doivent chacune satisfaire a Fun des deux systcmes (12), (i3). 
Mais, comme deux d'entre elles appartiennent an meme systeme, 
il en sera necessairement de nieme de la troisieme, qui est une 
fonction des deux autres. Ainsi, pour trouper, si cela est pos- 
sible y les integrates intertnediaires de la forme (i4)> ilfaudra 
rechercher si V LUI des sysiemes (12) ou. (i3) admet deux solu- 
tions distinctes. 

Le probleme qui consiste a reconnaitre si deux Equations li- 
neaires telles que les equations (12) ou (i3) admettent une ou 
plusieurs solutions distinctes est un de ceux que Fon sait le mieux 
r^soudre aujourd'hui. On peut done d^duire des propositions pre*- 
c^dentes une m6thode r6g'uliere de recherche des int(grales inter- 
m^diaires de Fequation proposde et, plus ge*ndralement, de toutes 
les Equations du premier ordre dont les difftSrentes solutions ap- 
partiennent & la proposee. 

(') On le v&rifie aiscment en tenant coinple des Equations (12) ou (i3) 
auxquellcs salisfont a la fois les fonctions u ct ^. Un calcul facile donne 

du r)v du dv 
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714. Les indications precedentes, quelque incompletes qu'elles 
soient, mettent en evidence le role des caracteristiques dans la 
recherche des integrales de 1'equation proposEe. On pourrait les 
developper et en tirerune theorie complete de 1'equation (i); nous 
nous contenterons ici de trailer quelques applications; mais aupa- 
ravant il importe de remarquer que les equations (6) ne peuvent 
etre remplacees par un des systemes (8) ou (9) que si A est diffe- 
rent de zero. Considerons, par exemple, le systeme (8). Lorsque A 
est nul, les deux dernieres Equations se reduisent a line seule. 
Pour Eviter cet inconvenient nous remarquerons que, dans le cas 
general, on pent deduire des equations (8) les deux suiv antes 

B dp \i dq -f- D dx o, 
B' dq ^dp-+-Ddy = o, 

par 1'elimination soit de dx, soil de dy. Le systeme des Equa- 
tions (8) et (8y se rEduira dans tous les cas a trois Equations 
distinctes. En ajoutant de meme aux Equations (9) les deux sui- 
vantes 

j B dp X 2 dq + D dx o. 

on n'eprouvera aucune difficulte dans les applications. 

Considerons d'abord 1'Equation bien connue des surfaces deve- 

loppables 

rt s- = o. 
On a ici 



Les equations (8) se rEduisent aux suivantcs 

dz p dx q dy ~ o, dp r= o. dq = o, 
qui prEsentent trois combinaisons integrables 
dp, dq, d(3px qy). 
On aura done les deux integrales du premier ordre 



Si Ton diffErentie la derniere Equation, il restera 
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En supprimant dp, on a bien les trois equations qui definissent 
une surface developpable. 

Prenons maintenant 1'equation 



lei encore, les deux valeurs de X sont egales et les equations 
diffe'rentielles de la caracteristique sont 

dz p dx q dy 5 
p dx -i- q dy = o, 
q dp p dq = o. 

Elles admettent les trois combinaisons integrables 



7 _7 / >-7 / i \ 

~ = o, -=o, (y+.x-) = o. 

' On aura done 



g 

el, par consequent, ^ sera d^termin^ par liquation 

Dans 1'un et 1'autre des exemples pr^c^dents, liquation en X a 
ses deux racines ^gales, etles Equations difl^rentielles de la carac- 
t^ristique admettent trois combinaisons inl6grables. La coinci- 
dence n'est pas fortuite, et Ton pent demon trer que, si 1'un des 
systemes (8) ou (9) admet trois combinaisons int^grables, on a 
ne*cessairement X 4 = X 2 ( ' ). 

715. Consid6rons encore liquation 
qui d^finit les surfaces pour lesquelles les sections faites par des 



( ) Voir, en parliculier, notre Mernoire sur les solutions singulieres des equa- 
tions aux deri vces partielles du premier ordre ( Memoires preser^tes par divers 
savants a I'Acade'mie des Sciences, t. XXVII). Dans ce travail, nous dormons, 
apr^s M. Lie, le inoycn de former toutes les Equations de la forme (i) pour 
lesquelles 1'un des systemes (8) ct (9) admet trois combinaisons intertables et 
qui peuvent 6tre i*cgard6cs, par suite, comme ayant deux integral es intermddiaires 
du premier ordre. 
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plans paralleles au plan desjr^ sont des lignes de conrbure. On a 



G = 



Les deux systemes de caracteristiques sont definis par les equa- 

tions 

dz p dx - - q dy o, dz p doc q dy ^~ o, 

doc r= o, pq dx H- (i -;- q ei }dy ~ o, 

py dq = o, (J~i~# 2 )^ = j 



qui condulsent respectivement aux deux integrates intermediaires 
suivantes 



Tirons-en les valeurs de p et de JK, pour les porter dans liqua- 
tion 

dz /? dx -*- <7 c/j. 
Nous trouverons 



fi?<s ~ \/i -T- <7 2 f f'(^) ^ "+ % ty'( c l} dq <7 2 rf-3 </^ dq, 
ce qui pent s'ecrire 



En integrant, on aura done 

07) ,/r:^ 



JL'equation prec^denle, joipte ci celles du syst^me (16), donnera 
1'int^grale complete de la propos^e. Mais on peut obtenir une 
forme plus ^gante. Effectuons la substitution d^finie par les for- 
mules 



d'ou Ton d(5duit 



Liquation (17) et la secondc des equations (16) nous condui- 
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ront an systeme des deux suivantes 




entre lesquelles il faudra eliminer a. La seconde s'obtient en pre- 
nant la derivee de la premiere par rapport a a. 

La premiere integrale intermediaire (16) exprime que les plans 
des lignes de courbure coupent la surface sous un angle constant. 

716. Etudions enfin 1'equalion 

rt $ 2 -r- a 2 = o, 

que Ton rencontre dans la theorie mecanique de la chaleur. On 
a ici 

AT T5 -IT-.- /"*i ___ TD ' __ J~L T\ _ /-! 2 "1 ,~f "i .-.-..-. s*i 

zz: I 5 JD vJ 13 - U 5 \J - Ct> j A i Ct* j A 2 ~^ ~~~ Ui * 

Le systeme (8) devient le suivant 

dz ~ p dx + </ d/", <^/; -T- a ^^ = o, dq a dx = o. 

II admet deux combinaisons integrablcs evidcntes p -4- aj/ ct 
^ ax, d'ou I'on dcduira une integrale intermediaire en 6crivant 
que p + ay est une foaction de q ax. On pourra done poser, 
en introduisant une variable auxiliaire a, 

p-Y-ay r^aa, 
q ax = 2p(a). 

La systeme (9) conduirait de m^me aux deux Equations 

p a y r- 2 p , 



ij jointes aux pre'ce'dentes, nous donncnt 



p ~ 

</ = CD (a) -i- < 



Ces valeurs permettent de former la diffdrcntiellc de ] on a 



adz ~ a/? ^ -h ag c?7 = (a-H p)(^ tfp) -H (cp - 

D. III. 18 
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On deduit de la, en integrant, 



La solution est ainsi completement d^terminee; on pent la 
debarrasser de tout signe de quadrature en remplagant les sym- 
boles <p et ty par des derivees <p r et J/. On trouve ainsi 



ay = a ( 
a^f = (a 4- 



II suffira d'eliminer a et (3 entre les trois premieres Equations 
pour obtenir 1'expression de s en fonction de x et de y. 

717. Dans les deux derniers exemples que nous venons d'exa- 
miner, on peut obtenir une confirmation des resultats que nous 
avons signales relativement aux caract&ristiques, en etudiant, a 
1'aide des formules qui donnent Fintdg'rale generale, ce que nous 
pouvons appeler le probleme de Cauchy, c'est-a-dire la determi- 
nation de la surface qui satisfait a 1'equation aux d^riv^es par- 
tielles 7 passe par une courbe donnee et admet en chaque point de 
cette courbe un plan tangent donne. Pour plus de simplicity, nous 
nous contenterons d'examiner a ce point de vue I'eqnalion qui a 
^te int^gr^e dans le numero precedent. 

Soit (C) la courbe par laquelle doit passer Finlegrale. Gomme 
/?, q sont donnas pour chaque point de cctte courbe, il r<sultc des 
formules (19) et (20) qu'en chacun de ces points on connailra a, 
p, <p(a), KP). Si, comme il arrive g&ndralcmenl, a et [5 ne con- 
servent pas la mrne valeur en tous les points de la courbe, on 
connaitra, par cela m^me, les fonctions p(a), ^(P) pour toutes 
les valeurs de 1 'argument; et, par suite, 1'int^grale cherchde sera 
completement d^termin6e. 

Mais il y a des cas d'exception. Nous laisserons au lecteur le 
soin de les 6tudier tous et nous nous contenterons de faire re- 
marquer que, si la courbe (G) est une caract^ristiquc; si I 7 oa a, 
par exemple, en cliacun de ses points, 
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C et C ; etant deux constantes, la fonction <p(a) ne sera plus deter- 
minee que pourune valeur del'argument. D'apres les formules (19)? 

C' C 

il suffira qu'elle ait la valeur pour la valeur - de Fargument. 

L'integrale satisfaisant aux conditions proposees contiendra alors 
dans son expression une fonction p( a ) q 11 ! sera presque entiere- 
ment arbitraire, puisqu'elle sera assujettie a Funique condition 
d'avoir une valeur donnee pour tine valeur particuliere de Far- 
gument. Quant a la fonction ^((3), elle se determinera comme 
dans le cas general. 

718. Dans le cas ou Fun ou Fautre des systemes (8), (9) ne 
presente pas deux combinaisons integrables, on ne connaissait 
aucune m^thode permettant d'obtenir Fintegration de Fequation 
aux derivees partielles proposee. Dans un travail deja ancien ( 1 ), 
j'en ai propos6 une ? qui va plus loin que celle de Monge et qui 
permet d'obtenir Fintegration dans une infinite de cas nouveaux. 
.[-.'exposition de cette methode nous enframerait loin de notre 
sujet; je me contenterai d'avoir donne une definition precise des 
caracteristiques, definition que nous allons employer dans Fetude 
de Fequation aux derivees partielles des surfaces applicables sur 
une surface donnee. 

Reprcnons, pour cela, la methode d6velopp<e au n 706; a, b, 
c ^tantles cosinus des angles que font les axes du tri&dre mobile 
avec Faxe des x du triedre fixe, c'est-a-dire avec une droite fixe 
quelconque de Fespace, on a 

( 2 3) ~=a?-hZ>7], =ali + bii, 

db db 



(24) da .da 



et Fequation aux derivees partielles s'obtient en portant ces valeurs 
de/?, y, />o q\ dans la relation 



( l ) Sur tes equations aux de'Hvees partielles (Annales de Vticole Normale? 
i re s6ric, t. VII, p. i63j 1870). 
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Supposons, pour la commodite du langage, que Von connaisse 
deja une surface (S) admettant V element lineaire donne. JUG pro- 
bleme de Cauckypeul s'enoncer ici de la maniere suivante : 

Etant donnee une courbe (F), tracee sur (S), determiner 
une fonction x, qui prenne, ainsi que ses deux derivees pre- 
mieres, desvaleurs donnees cl Vavance en chaque point de (F), 
ces fonctions devant evidemment salisfaire, quand on se deplacera 
sur(F), a la relation 

(26) dx = -~ du -H -f- dv, 

v } du dv 

qui determine, par exemple, ~^ iorsqu'on se donne x et ~ 

II r6sulte des formules (a3) que a et b auront des valeurs con- 
nues en chaque point de la courbe (F). II sera done possible de 
calculer les differenlielles da, db relatives a un de placemen I 
s'effectuant sur cette courbe. Or on a 

d a _ ; / , du ^ ^ dv \ / (fa 

db __ / du dv\ / du, ^ dv\ 

ds \ ds ds ) \ ds ds) 

Comme la rotation /' -r- -t- r\ r depend exclusivemeut de 1'cle- 
ds ds l 

ment lineaire, on voit qu'il sera possible dc calculer, en chaque 
point de (F), les rotations 

du dv /A flu dv 

P = p - h/?i -j- ? Q ; = q j^ -h f]i 

uS (IS (tS ((S 

relatives ^ un deplacemcnl sur cette courbe. 

Or, si I'on sereporle auxformnlcs du Tableau If [IT, p. 383], on 
reconnait imme'diatcmcnl que la connaissance des quanlites pre- 
c^dentes permet de calculer, en chaque point de (F), la courbure 
normale, la courbure g-e'ocl^sique et la torsion de cette courbe. On 
pourra evidemment exprimer la courbure et la torsion en fonctiori 
dc Varc de (F); et Ton sait que ces expressions dclenmnent d'une 
maniere complete la forme de la courbe. 

Re"ciproquemcnt, supposons que Von sc donne la transformed (D) 
de (F). Ajoutons, pour prdciser, qnc I'on a marque sur (D) le 
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point B qui correspond a im point A de (F); alors le point M' de 
(D) qui correspond a un point quelconque M de (F) sera deter- 
mine par la condition que Fare BM 7 de (D) soit egal a Fare AM de 
(F). Comme on connait, en tous les points de (D), la courbure et 
la torsion, les fo ramies des Tableaux I et II nous permettront de 
calculer, pour chaque point de cette courbe, Fangle to qne fait sa 
tangente avec Faxe des x du triedre (T), ainsi que Fangle ts que 
fait la normale a la surface avec le plan osculateur (* ) de la courbe. 
La determination de ces deux angles pennet evidemment de cal- 
culer sans ambigirite les neuf cosinus directeurs qui feront con- 
naitre la position du triedre (T) par rapport aux axes fixes lorsque 
(F) sera venue co'mcider avec (D), et, en particulier, les cosinns 
a et b. On pourra done deduire des formules (28) les valeurs de 

-pj -y- ? en chaque point de (D),'ce qui nous ramenera a Fenonce 

primitif. 

Le probieme que nous nous sommes propose pent done, dans 
lous les cas, etre cnonce sous la forme suivante : 

Etant donnee une surface (S), la deform er de tellemaniere 
qu^ line courbe (F) tracee sur ceLte surface vienne coincide?* 
avec une courbe (D), donnee dans I'espace ( 2 ). 

II sera susceptible d'une solution determin^e tant que la 
courbe (F) ne satisfera pas, en vertu des conditions posdes, a la 
premiere des equations diffe'rentielles (5) des caracteristiques; 
et, par suite, F^tude de ses cas d'impossibilil^ et d'ind^termi- 



(*) L'ungle TTT toulefois nc sera reel que si la courbure - en chaque point M' 

de (D) esl superieure a la courbure g<k>d<siquc de (T) au point correspon- 

P g 
clant M. Cela r^sulle immddiatement de 1'equation Evident 

sintu i 

__-. 

Ajoutons que 1'angle w, 6tant d6lermm6 par son sinus, pourra prendre deux 
valeurs suppl^mentaires Fune de Pautre; cc qui conduira a deux solutions dis- 
tincLes du probieme que nous avons en vue. 

( 3 ) Le cas particulier oii (D) est une droite ne pr6sente pas de difficuH^ par- 
Liculidre et ne met pas en defaut nos conclusions; mais, pour plus de nettet6 ? 
nous i'dcarlcrons en laissant au lecteur le soin de le trailer. 



27& LIVRE VII. CHAP IT RE V. 

nation nous fera connaitre ces caract^ristiques. Nous allons le 
trailer directement, en choisissant les variables les plus simples. 

719. Rapportons les points de la surface a un systeme de coor- 
donnees rectangulaires tel que la courbe (F) devienne une des 
courbes coordonnees et soit representee par 1'equation 



= 0, 

ce qui est evidemment toujours possible. 

On aura, en adoptant les notations du Tableau IV [II, p. 385 ] ? 

('28) --- = A<3, =C&. 

Une fois connus a et &, les relations 

.= br-c = c ar 

dn~ du~~ ' 

relatives a un deplacement stir la courbe (F), feront connaitre p 
et q. La relation, empruntee an Tableau IV, 



(3o) 

fera ensuite connaitre g\ ; et enfin I'equation (20) donnera p$ 
pourvii que q ne soit pas nulle. Une fois connucs les rotations 
Pi c hP\ ' y* pour cliaque point de la courbe (F), les formulas (2/1), 
donnantles derivees premieres des cosinus a et 6 7 feront connaitre 
par cela memo les derivees secondes dc x pour cliaque point dc la 
courbe (F). II r^sulte en effel des formules (28) que les d<5riv^es 
secondes de x s'exprinient en fonction dc a, b ct dc Icurs d6riv(5es 
premieres. 

Le probl^me propos^, qui eSquivaut, nous 1'avons vu, a la d(Her- 
mination des ddrivdes secondes dc x en cliaque point de (F), no 
pent done devenir impossible ou ind^terminc que dans le cas ou les 
conditions proposees donneraicnt pour q une valour nulle. Or il 
suffit de se reporter & la formule (4) du Tableau IV pour rccon- 
naitre qu'alors la courbe (F) deviendrait une lignc asymptotique. 
II est done dtabli de nouveau que les caracteristiques de I' equa- 
tion aux derives partielles ct laquelle satisfail x sont les 
lignes asjmptotiqueSy et nous pouvons ^noncer Jc th^orcme sui- 
vant : 
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On pent touj ours de former une surf ace (S) de telle maniere 
qu'une courbe (F), tracee sur elle et donnee a V avarice, vienne 
coincider avec une courbe (D) de Vespace, a moins que la con- 
dition, ainsi proposee n' entratne cette consequence que (D) se- 
rait, apres la deformation, une ligne asymptotique de la sur- 
face, 

On dormera plus de precision a la derniere partie de Fenonce 
en Ja transformant de la maniere suivante. Soil M le point de (F) 
qui devra coincider avec un point quelconque M' de (D). Si la 
courbure de la courbe (D) en M'est constamrnent egale a la cour- 
bure geodesique de (F) an point correspondant M, 'le mouvement 
de deformation qui amenerait (F) a coincider avec (D) ferait de 
cette courbe (D) une ligne asjmptotique de la surface deformee, 
puisque la courbure geodesique de cette lignc serait, en chaque 
point, e*gale a sa courbure absolue. Nous obtenons done la propo- 
sition suivante : 

On pent ioujours deformer La surf ace (S) de telle maniere 
qu 'une de ses courbes (F) vienne coincider avec une courbe 
quelconque de Vespace (D) 5 pourvu que la courbure en chaque 
point de (D) ne soit pas egale a la courbure geodesique de (F) 
au point correspondant. 

720'. II ne nous reste plus qu'a distinguer les cas ou le probleme 
sera impossible de ceux ou il sera indeiermine". G'est ce que Ton 
peut faire de la maniere Suivante. 

* Lorsque les equations (29) nous donneront pour q une valeur 
nulle, Fequation (a5), qui faisait connaitre p^ se r^duira, en 
chaque point de (F), ^ celle-ci 

dr dri 



qui devient, si Ton tient compte de 1'equation (3o), 

dr 
(p\*_ 

I A ~~ 




Si cette relation est vdrifiee en chaque point de la courbe (D), 
le probleme sera inde'termine'; sinon ilsera impossible. Or, sil'on 
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emploie les formules des Tableaux II et IV, on pent remplacer 
1'equation pre'cedente par la suivanle 



ou T de'signe le rayon de torsion de la courbe (D) et oil R et R' 
sont les rayons de courbure principaux de la surface. Nous pou- 
vons done enoncer le re'sultal suivant : 

Lc problems propose sera indetermine si la torsion en chaque 

point, de CD) est eg ale a t/ JTO>? TTTT? designant la courbure de 

(S) au point correspondant de (F). II sera impossible dans le 
cas contraire (*). 

Nous retrouvons ici une proprte'te' des lignes asyraptotiques que 
nous devons a M. Enneper et qui a etc* deja demontree an n5i2. 
Elle se relie, on le voit, de la maniere la plus etroite a la pro- 
position fondarnentale que nous etudions raaintenant, et d'apres 
laquelle les lignes asymptotiques sont les caracteristiques cle li- 
quation aux de'rivees partielles clont depend le probleme de la 
deformation d'une surface. 

721. Pour eclaircir les considerations pr^c^deutes, nous allons 
etudier quelques applications particulieres. 

Etant don nee une surface (S) et une courbe (F), tracee sur 
celte surface, peut-on deformer la surface sans deformer la 
courbe? 

La reponse est tres simple : la deformation est impossible si 
la courbe (F) n'est pas une asymptotique; elle est possible d'une 
infinit6 de inanieres dans le cas controire. G'est la une remar- 
quable propri^t6 des lignes asymptotiques. 

Peut~on d& former la surface (S)rfe telle mani&re qa'unv de 
ses courbes (F) devienne une asymptotique de la surface d/*~ 
forrnee? 



( T ) Quancl nous disons que ie prohl^me est ind6termin6, nous entcridons par 
lei que les coefficients des series par Icsqucllcs la surface serai t clcfinie dcrncurcnt, 
en partie, arbitraircs, sans que la convergence de ces series soit dtablic. 

Au reste, dans tons les cas od 1'on pcut cfTcclucr rinlegration, on reconoatt 
que rind6lerminaiion exisle riSellcmenL. 
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La courbe (D) dans laquelle doit se transformer (F) sera plei- 
nement delerminee par les propositions prececlentes, puisqu'on 
connaitra, en chaque point de (D), la courbure absolue, qui sera 
egale a la courbure geodesique de (F) au point correspondant, et 
la torsion, qui sera egale a la courbure to tale de la surface en ce 
m6me point de (F). Ces deux quantites seront, par suite, des 
fonctions donnees de Fare s, et leur determination permettra de 
construire la courbe (D). Mais,bien queFon connaisse celte courbe, 
le probleme propose sera indetermine : il y aura une infinite de 
deformations de (S) pour lesquelles (F) coi'ncidera avec (D). 

Etant donnee une courbe (D) et une developpable (A) cir- 
conscrite a (D), esl-il possible de de former une surface (S) 
de telJe man fere qu'elle men ne passer par (D) et soit tangents 
a (A) en tons les points de (D)? 

Ce probleme cst Lout a fait dilTerent des precedents; car on 
n'indique nullemcnt la courbe de (S) qui doit vcnir coincider 
avec (D)- On pent le resoticlre cle la maniere suivante. 

Supposons d'abord qxic la developpable (A) ne soil pas Fea- 
veloppe des plans osculatcurs de (D). Si le probleme est possible, 
(D) ne sera pas une asymptoliquc de la surface dc'formce. Cher- 
ebons la courbe (F) de (S) qui vicndra coincider avec (D). Soit 
M 7 le point dc (F) qui viendra en mi point quelconque M de (D). 
Comme on connaH, au point M, la courbure cle (D) et Fangle 
que fait le plan osculateur de cette courbe avec le plan tangent 
de la d6vcloppab!e (A), qui doit devenir le plan tangent cle la 
surface deforme'e, on connaitra, par cela m^me, la courbure geod6- 
sique qu'aura (D) en M ct par suite (F) en M'. Ainsi la courbure 

gdod<5si(|ue pourra 6tre exprimdc en fonclion de Fare. Soit 



la relation ainsi obtenuc. On en ddduil ais^ment une Equation 
du troisi^me ordre a laquelle devra satisfaire la courbe chercbe'e 
(F). R^ciproquenient, d'apres ce que nous avons vu plus haut, 
tonte courbe integrate de cette equation fournira une solution du 
probleme propos^. 

Si, au contraire, la ddveloppablc (A) est Fenveloppe des plans 
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osculateurs de (D), le probleme ne sera possible que sons cer- 
taines conditions. En effet, an point M de (D), la torsion est 
connue, c'est line certaine fonction de Fare. On a 



D'autre part, sile probleme est possible, (D) sera evidemment 
une asymptotique de la surface de'forme'e, et Ton aura necessaire- 
ment 

* = t/^Rl?, 

g-rp etant la courbure Lotale de la surface au point M de (D) ou, 

ce qui est la meme chose, au point M! de (F). On devra clone 
avoir 

(33) ' RR' = -W), 

et cette relation, qui conduit a- une equation du premier ordre 
pour la courbe (F), devra avoir au moins une integrate particu- 
liere commune avec 1'equation (3^). On va voir qu'il resulle de la 
une condition pour la courbe (D). 

Differentions, en prenant 9 coinme variable independante, trois 
fois 1'equation (33) et une fois 1'equation (32), apres y avoir rem- 
place la courbure geodesique par son expression en fonction des 
coordonnees w, p. Nous obliendrons ainsi un systeme dc six Equa- 
tions dont les premiers membres seront des fonclions connues de 

du d* u d 3 u T ? , , . . - i . . , , . 

u } v, -j-j -j-g > -7-3 LJ elimination de ces cinq quanlitcs conduira, 

en gdne'ral, a une seule relation de la forme 

*(cp, T ', ty, y, f, f ) = o 
ou encore 

/0/ . _ / d ch 

(34) 



p, T, s ddsignant le rayon de courbure, le rayon dc torsion ct 
Fare de la courbe (D). On forme ainsi une Equation diffe'rentiellc 
laquelle cette courbe devra satisfaire. En d'aulrcs tcrrncs, la re- 
lation pre^ce'dente devra tre v6rifi6e par toutes les asymptotiques 
des surfaces resultant de la deformation de (S). 

Cette Equation sesimplifie d'ailleurs dans certains cas sp<5ciaux. 
Sila courbure totale de la surface donnrfc est constante ct (Sgale ^ 
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> on devra avoir simplernent 

T = a. 

Ainsi la courbe (D) devra avoir sa torsion eonstante. 

Supposons, par exemple, que Pon prenne pour (D) une helice 
tracee sur un cjlindre de revolution. Les courbes de la surface qui 
pourronl s'appliquer sur cette helice, tout en devenant des lignes 
asymptotiques, sont, evidernment, les cercles geodesiques dont la 
courbure geodesique est egale a la courbure de 1'helice (<). 

722. Puisque les asjmptotiques sont les caracteristiques de 
liquation aux derivees partielles que nous etudions, il est naturel 
d'introduire la consideration de ces lignes et de chercher quelles 
sont les Equations aux derivees partielies qui les determinent, lors- 
qu'on connait seulement Felement lineaire de la surface. Nous 
aliens commencer par resoudre le probleme suivant : 

L'&lvment lineaire d'une surface etant donne sous la forme 
<&*= E du*->r 2F da dv -+- G dv*, 

quelles relations doit-il y avoir entre E, F, (j pour que les 
lignes coordonnees soient les asymptotiques de Vune des sur- 
faces resultant de la deformation de laproposee? 

Reportons-nous a l'(5qxiation (5) du Tableau I [IT, p. 882], En 
exprimant que les coefficients de du 1 et de dv* sont mils dans 
liquation diff^rentielle des asjmptotiques 7 nous aurons 



ces deux conditions nous permettent de poser 

^pssXJ, q = XT), p l= =^ } $i 



( j ) En terminant cc sujct, nous nous empressons de signaler le M6moire sui- 
varit : 

WEINOARTBN (J.)? Ueber die JOeformationen ciner biegsamen unausdelmbaren 
Flache (Journal de Crelle, t. G, p. 296; 1886), 

oil se trouvent 6tudi6cs, par des mc"lhodcs toutes di!T6rentes, les questions ana- 
logues celles que nous venons d'examiner. 

La proposition fondamentale d'apres laquelle les asymptotiques sont les carac- 
t^instiques de 1'equation aux dcSriv^cs partielles en x a dtd d^j^i donnee clans 
notre Cours de 1882; les autres d^veloppements donnas dans le texte remontent 
a nos Lemons de 1886. 
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Portant ces valeurs dans les deux relations de la troisieme ligne 
du systeme (A) (meme Tableau), nous trouverons 



dr df\ 

--- 



Si done on designe, ponr abreger, par k la quantity 



r i v, 

Zj? =t /!. 

QI-^I V RR" 



on aura 

(36) X= JXrr/T, 

et les Equations (A) eatre les rotations nous donneront 



(37) 



dv 



4- 



-4- 



On d6duit de la ? apres quelques reductions et en rempiagant r 
et /^ par leurs valeurs tirees des Equations (A), 



(38) 



Telles sont les deux Equations de condition clierch^cs'. 

Nous allons les ecrire de maniere qu'ellcs ne conticnncnt que 
des invariants cles param&lrcs u et 9 des deux families clc lig'nes 
asymptotiques. Si Ton conserve II pour reprcsenter y EG F 2 , 
on a 

F L i T d /G\ d /' 



G 
IP' 



E 



F 
'H* 



E ^5 _ F 

IJ> "dv "" if* 



. 

Tf" flip 



ll' r 'du 



et dc la on d<duit, par un calcul facile, 



G 
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D'autre part, on a aussi 

e(a,Iog*)=^^*, B(u, .)=g. 

Ces relations perrnettent de donner a la seconde equation (38) 
la forme definitive 



A(P, &u) 2A 2 M A(ZJ, p) = 0(w, log/:)0(w, p), 

qui ne contient plus que" des invariants. Par raison de sy metric, la 
premiere des equations (38) prendra la forme analogue 

(4o; A(M, Ap) a A 2 oA(z, v) == 6(p, log/060, w). 

Si main tenant, pour revenir a nos notations habituelles, nous 
designons par u et v des coorclonnees curvilignes quelconques et 
par a et (3 les parametres des deux families de lignes asymptoti- 
ques de la surface, nous voyons que ces parametres a et [3 devront 
satisfaire aux deux equations simulian^es du second ordre 



, a), 
A(p, Aa)-aA 2 aA(a, p) = 6(a, logX-) e(a, p). 



La premiere est lin^aire par rapport aux derivees de a, la se- 
conde par rapport a eel les de p. En elinainant, soit a ? soit p 3 on 
sera conduit a tine Equation du troisi&me ordre a laquelle satisfera 
t la fonction que 1'on conserve, llserait facile de former et d'ecrire, 
a 1'aidc des invariants, cette Equation du troisi^me ordre; mais 
nous laisserons cc point a dludicr au lecteur. 

723. Les calculs precedents conduisent^t plusieurs consequences 
sur Icsquelles il convient d'insister. 

En premier lieu, nous voyons que, si Ton donne, en mme 
temps que I'6l6ment lin(5aire d'une surface, ses lignes asympto- 
tiques des deux systfemes, la surface est pleinement d^termin^e. 
En effet, si Ton prcnd ces deux families d'asymptotiques pour 
lignes coordonn6es, les calculs du n 722 nous montrent que Ton 
connattra, pour chaque point de la surface, les six rotations. La 
forme de la surface sera done enticement connue (n 484). 
Cornme on peut prendre un double signe pour la valeur de k, on 
obtiendra en r^alitd deux surfaces, sym6triques Tune de 1'auire. 
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Nous pouvons done ^noncer le theoreme suivant, etabli en premier 
lieu par M. 0. Bonnet : 

Si deux surfaces sont applicable, Vune sur Vautre de telle 
maniere que toutes les lignes asymptotiques de Vune corres- 
pondent aux lignes asymptotiques de Vautre, les deux surf aces 
sont eg ales ou symetriques. 

Mais on peat completer cette proposition, en sapposant que 
1'on connaisse une seule famille de lignes asymptotiques. Par 
exemple, dans les Equations (4*) ? on connaitra a, dont 1'expression 
sera donnee en fonction de u et de P. II est aise de voir que Ton 
pourra determiner ji. 

En effet, substituons dans la seconde des Equations (4 1) la valeur 
de a; elle prend la forme 



Par suite, si M et N ne sont pas nuls en meme temps, on ob- 
tiendra la seconde famille d'asjmptotiques en integrant liquation 

du premier ordre 

N du M dv = o, 

ou M et N ne dependent qne de IMlement lineaire et de 1'cxpres- 
sion de a. Par consequent, la connaissance d^une des families 
de lignes asymptotiques entrainera celle de Vautre. 

Examinons maintenant le cas d'exception ou M et N seraient 
nals en mme temps. Alors la seconde des Equations (4i) sera v6- 
rifJ^e identiquement quand on y remplacera a par son expression 
donne; en d'autres termes, elle aura lieu quellc que soit la fonc- 
tion p. En particulier, rempla^ons-y [3 par a, il viendra 

(42) A(a, Aa) ^A 2 (a)Aa = o. 

Or ceLLe Equation exprime, nous 1'avous vu (n 676), que les 
courbes de param&lre a sont des g'6od6siqties. Comrae elles sont 
d6j^ des asymptotiques, elles ne peuvent 6tre que des droiles; et 
notre cas d'exception se trouve ainsi d<$fini : il ne pent avoir lieu 
que pour des surfaces r^glees et pour la famille d'asyrnptotiques 
constitute par leurs generatrices reclilignes. En resume, on obtient 
le r^sultat suivant : 
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Deux surfaces applicables I' une sur Vautre sont e gales ou 
symetriques lorsque les lignes asymptotiques de Pun des sys- 
temes dans une des surfaces ont pour transformees des lignes 
asymptotiques (formant necessairement un seul systeme} dans 
V autre surface, a mains que les surfaces ne soient reglees et 
que les asymptotiques qui se correspondent ne soient les gene- 
ratrices rectilignes. 

Cette proposition, qui est due a M. O. Bonnet ( { ), resulte imme- 
diatement de ce que la connaissance d'une des families asympto- 
tiques entraine celle de Tautre. Dans le Chapitre suivant, nous 
etudierons d'une maniere speciale la propriete qui se pre*sente ici 
pour les surfaces gaudies. Nous nous contenterons, pour le mo- 
ment, de remarquer que, reciproquement, si la surface est gauche 
et si a est le parametre des generatrices rectilignes, la seconde des 
equations (4*) sera verifiee identiquement quand on y remplacera 
(3 par une fraction quelconque. En effet, cette equation est verifiee 
quand on y remplace (3 par a en vertu m&me de 1'equation (4^), a 
laquelle satisfait le parametre a$ elle Test encore quand on y rem- 
place |3 par le parametre de la seconde falnille de lignes asympto- 
tiques; comme elle peut se ramener a la forme 



elle ne peut admettre deux integrales dislinctes sans se r^duire a 
une identity. 

724. On d^duit de cette remarque une demonstration tres 
simple de la proposition de M. Bonnet, dejk etablie an Chapitre II 
[p. a3 9 ]. 

Si deux surfaces gaudies (S<) et (S 2 ) sont applicables Vune 
sur I' autre, les generatrices rectilignes se correspondent sur les 
deux surfaces, ct moins qu'elles ne soient, Vune et I'autre, 
applicables sur une surface du second degre (S) de telle ma- 
ni&re que les g&n&ratrices rectilignes de (S<) et de (S 2 ) corres- 
pondent aux deux syst&mes difffirents de droites de (S). 

( l ) Journal de V&cole Poly -technique, X.LII* 'Cahier, p. ^f\. 
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En effet, supposons les deux surfaces rapporte"es au meme 
systeme de coordonnees, et soienta, (3 les parametres des deux 
families de generatrices rectilignes de (S<) et de (S 2 ). D'apres la 
remarque precedente, (3 etant le parametre des generatrices rec- 
tilignes de (So), Fequation 

A (a', Ap) 2A a pA(a', p) = 0(0, log*) 6(0, a') 

sera une identite, c"est-a-dire qu'elle sera verifiee quelle que soit 
la fonction a'. Pour la meme raison, liquation 

A(|3', Aa) 2A a aA(p', a) == 6(a, log*) 8(a, (3') 

aura lieu pour toutes les fonctions j3 7 . Remplagons y dans la pre- 
miere, <x! par a et, dans la seconde, (3' par (3 : nous retrouverons 
les deux Equations (4 1). Or ces Equations expriment que a et fJ 
sont les param&lres des asymptotiques d'une surface admctlaal 
F(l6ment lin^aire donne. II y a done une surface (S) applicable sur 
les deux surfaces reglees et admettant pour asymptotiques les 
courbes de parametres a et (3. Mais, comme toutes ces courbes 
correspondent a des droites de (S!) on de (So), elles sont geode- 
siques et, par consequent, ne pcuvenl devenir asymptotiques sans 
se r^duire u des droites. La surface (S) est done doublcmcnt 
regime; et ainsi se Irouvc completement dc'tmonlroe la proposition 
que nous avions en vuc. 

725. On pent inlroduire d ; une manierc toutc diJlercntc la con- 
sid^ralion des lignes asymptotiques. 

Soient u et 9 les coordonnees curviligncs d'uii point dc hi sur- 
face, a ct p les parametres des deux families d'usytuptotiqucs. Au 
lieu de chercher les expressions dc a et de (3 en u ct r, proposons- 
nous de determiner u et c>, considdrees comme fonctions des deux 
parametres a et [3. 

Pour cela, nous remarquerons qxie, si Ton conserve toutes les 
notations du Tableau I [II, p. 38a], liquation dHIercnticlle (4) 
des lignes asymptotiques peut 6trc rcmplac^e par le systemc des 
deux suivanles 

j p du ^p { dv = X(J du +- ?j dV), 
( q 
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ou X designe une inconnue auxiliaire. Si, pour la determiner, on 
elimine -v- entre les deux equations precedentes, on est conduit, 

en tenant compte d'une des equations du Tableau (A), a Fe- 
quation 

^(i-T)! T&) H~^l qp l = o, 

qui nous donne 

Ainsi \ est un invariant dont on connait la valeur. En prenant 
successivement les deux signes, on est conduit successivement aux 
deux systemes 

[ ^ u ^0 _ -^ / du Y dv 

^ 45) A- dv , [ du _ dv 

du .. dv 



quipermettront, parexemple, de calculer /?, q> p\, q\* En portant 
les valeurs obtenues dans le systeme (A), on aura les Equations 
aux d^riv6es partielles qui de*terminent u et 9, consid^r^es comme 
fonctions de a et dc [3. 

Le calcul est beaucoup abrcge si Ton ^crit^ parexemple, la pre- 
miere de ces relations sous la forme, qu'il est ais^ de y<rijQer ? 

du dv\ d f du dv\ I du dv\ f du dv 



du dv\ f du dv 



,., ! Ou dv du dv ii 

En remplaQant/?-p -+-/>< Jo,' Pdfi .4-^ -^, . . ., par leurs valours 



-p --< Jo, 
d^duites dcs formules (45), on trouvera 



... d*u ... d*v dudu/dlZ , \ dv r)p fd\%\ ^ \ 

2 A? -T rs- 4" 2 Ati -r TQ 4- 2 -: -- ( -r-- 2 AT) r -+- 2 ?- -^3 ~~ -- AT]! Tj I 

^^a(?p c)ac?p <^a c)p\()w / ()a dp \ c)p ' y 

/<?w (?P ()^ ()P\ /dl% dl%i , , \ 

_l_ ( ^ ~~. 4- --.. -r- ) ( -- 4- --r -- AT) r t AT)! r -.- o. 
\da d$ dp daj \ dv du } 

D. III. 19 
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Cette relation peut mSme se decomposer en deux autres, a cause 
de Findetermination des translations , TJ, i? TI< qui sont assu- 
jelties seulement aux trois conditions 



En annulant successivement et < et remplagant les trois autres 
translations par leurs valeurs deduites des Equations pr^cedentes, 
on obtiendra ces deux Equations aux derives partielles 

du du f V9 dlogk r dE d dE 

~ ~\ ~\7\ I 2 ti : -r~ (J ^ 2 J? . ~T~ JT 1 . 



(46) 

" : +E ^- 2 F^-HF^ 



dad$ da d$ \ dv 



(du 
5 



4-^^r H 



d$ dxj\ du 

da d$ \ du dv du 



Elles sont ? on lereconnaitra ais^ment, necessaires etsuffisantes; 
de sorte qu'il suffirait de les int^grer pour obtenir les deux families 
d^symptotiques, par suite les six rotations (n 722) et la surface 
elle-mme. 

726. Pour indiquer au moins une application, supposons que 
lin^aire soit donn^ par la formula 



(47) &* 

ou a } b) c d^signent des constantes. On aura ici 

Les deux Equations en a et p deviendront 

du du t c)G <?P dv 

T- TH = 0, 



<Ja <?P <^w ^a c?p a du da 

ddf = - 
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La seconde s'integre imme*diatement et admet deux solutions 
dislinctes 



qui peuvent etre remplacees par les suivantes 

p = a, 9 = 



sans que la generalite soil diminuee. 

La premiere solution t> = a fait evidemment connailre les sur- 
faces reglees admettant F element lineaire donne. La seconde, 



nous conduit pour u a 1'equation 



_ 
~" 



_ __ 

d&dft du doc 5p 

Prenons, par exemple, 

G = u\ 
on trouvera, en posant 

(49) w =<?*>, 
que to doit satisfaire a liquation 

(50) f^ = l e ^. 
^ ' dxd$ 2 

On sait int^grer cette 6quation (*); mais nous ne poursuivrons 
pas ici les catculs, que nous retrouverons plus loin et qui con- 
duisent a la determination de toutes les surfaces applicables sur 
les d^veloppdes des surfaces minima, 

() Son intdgrale est d<Hermin6e par la formule 



"~ (A B) a> 

ou A et B ddsigncnt clcs fonctions arbitrages de a et de p respectivement. Elle 
a dte* donne*e, en premier lieu, par M. Liouville, qui 1'a de"duite de la remarque 
suivante : l'6quation aux d^rivdes partielles (5o) exprime que la surface dont 
, line'airc a pour expression 



ds* ~ a~ w da <%$ 
a sa courbure constante et e"gale a i. 
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Si la constante a n'est pas nolle, on pourra ramener G a Ja 
forme 



et, en posant 

, r ^ .. O) 

(5?.) u = b tang , 

on reconnaitra que <i> doit satisfaire a Tequation 

(53) 



La valeur (5i) de G convient a Talyss^ide et ^ 1'h^licoi'de mini- 
mum (n os 66 et 68). C'est done de Pint%ration de liquation 
pree6dente que depend la determination des surfaces non reglees 
qui sont applicables stir ces surfaces. Nous retrouverons plus loin 
ce re"sultat. 
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CHAPITRE VI. 

DEFORMATION DES SXIHFACES GAUCHES. 

Element lineaire dcs surfaces gauches. Surfaces dont les generatrices vont 
rencontrer le cercle de I'infini. Surfaces qui admettent un plan directeur 
tangent au cercle de 1'infini. Determination complete de toutes les surfaces 
gauches admettant un element lineaire donne. Differents problemes re~ 
latifs a ces surfaces. Autre methode fondee sur I'emploi des formules de 
M. Codazzi. Questions diverses relatives aux lignes asymptotiques et aux 
lignes de courbure. Proprietes de la lignc de striction. Surfaces rglees 
applicables sur les surfaces dc revolution. II y a, dans cc cas, une relation 
lineaire entre les deux courbures de la ligne de striction. 



727. Dans le Chapitre precedent, nous avons ete conduits, par 
la discussion de diflerentes propositions, a considerer d'une ma~ 
niere sp6ciale le cas ou une surface regime se deform e sans que 
ses generatrices cessent d'etre reclilignes, Celte deformation par- 
ticuliere des surfaces r^glees, clont I'etude vient se presenter ici, 
m^rite que nous nous y arrfilions assez longuement et que nous 
signalion.s les r^sultats intdressants obtenus sur ce sujel par diffe- 
rents geom^tres. 

Etant donn^e une surface regime (R), tragons sur cette surface 
une courbe (C) assujettie ^ Funique condition de rencontrer 
toutes les generatrices rectilignes. Par un point M de la surface, 
on peut mener la genera trice rectiligne; elle ira couper la courbe 
(C) en un point M'. Soient 9 une variable propre & determiner la 
position de W sur la courbe (C) et u une quantity egale ou pro- 
portionnelle ^ la longueur de M ; M ou de sa projection sur un 
plan quelconque. Les variables u et 9 definiront la position de M 
sur la surface et, si a?, y, z designent les coordonnees rectangu- 
laires de ce point, on pourra ecrire 



d^signant des fonctions quelconques de 9. 



294 LIVRE VII. CHAPITRE VI. 

Posons 



00 



A = a i 2 H- a'g -4- a' 3 2 , D = a^ b\ -h a 2 6 ' 2 - 



C = 6? -4- b'l - 

On trouvera 
(3) d$*= E dw 2 -t- (E'-t- 

Cette formule va nous permettre d'indiquer la classification des 
surfaces reglees, tant imaginaires que reelles. 
Si Ton a d'abord 

E = af -h a| + a| = o, 

toutes les generatrices reclilignes vont rencontrer le cercle de 
I'infini; elles forment une des families de longueur nulle de la 
surface. Cette premiere classe de surfaces reglees, toutes imagi- 
naires si 1'on excepte la sphere, comprend comme un genre spe- 
cial les developpables definies au n 116 [I, p. i/fS? note]. 

Si nous ecartons ces surfaces exceptionnelles, nous pourrons 
supposer que u est la longueur MM', prise avec son signe, et que 
1'on a 



r. 

La formule (3) se simplifie alors et devient 
(5) d$*= rfM*-H2DrfttrfpH-(Az4*-t-aBM-4-G)rfp s . 

Nous avons ddja remarqu^ au n 67 que Ton peut, par une 
simple quadrature et en remplagant u par id / D dv, faire dis- 

paraitre le terme en du! dv et determiner ainsi les trajecloires 
orthogonales des generatrices. Nous pourrons done, dans la suite, 
supposer D egal a z^ro^ mais, pour rendre Jes applications plus 
commodes, nous n'introduirons pas cette hypoth&se d'une ma- 
nifere g^nerale. 

Si la surface est r^elle ainsi que ses generatrices, la fonction A, 
somme de trois carres, n'est pas nulle; mais on reconnait aise~ 
ment qu'elle le devient pour les surfaces qui ont un plan clirecteur 
tangent au cercle de 1'infini, et pour celles-la seulernent. Dans ce 
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cas, Pelement lineaire est reductible a la forme 



Une seule des surfaces correspondantes est reelle : c'est le pa- 
raboloi'de de revolution. Si Ton prend Pequation de cette surface 
sous la forme 



* I E 
x iy = 



H- piv 



Z = -^ 



el si 1'on pose 



un calcul facile donne, pour 1'element lineaire, Texpression 

d$*=: ^ 2 -h2jo(w +- ipv) dv* : 
cl^ja signal^e au n 692. 

728. Si Ton ecarte les deux series de surfaces exceptionnelles 
que nous venons de signaler et pour lesquelles iln'y a ni ligne 
de striction ni point central sur chaque generatrice, 1' Element 
Hn6aire pourra toujours 6tre r6duit alg6briquement^laforme(5), 
dans laquelle A sera different de zdro. Nous bornant a cette hypo- 
th^se sp^ciale, qui convient d'ailleurs a toutes les surfaces dont 
les generatrices sont r^elles, nous allons montrer en premier lieu 
qu'il existe une infinite de surfaces gauches admettant cet element 
lineaire que Ton supposera donn a priori. Au reste, la m^thode 
tr6s 61^mentaire que nous allons suivre s'appliquerait presque 
sans modification aux d6ux cas sp^ciaux que nous laissons de 
cdt('). 

Joignons liquation (4) aux quatre premieres Equations (2) : 
nous formerons ainsi un syst&me de cinq Equations ou les fonctions 



() Le premier auteur qui ait ^tudi6 la question dont nous nous occupons ici 
est MINDING. Voir, en particulier, le Memoire Ueber die Biegung gewisser 
Fl&chen, insert en 1888 au tome XVIII du Journal de Crelle. Depuis, MM. Bonnet, 
Bour, Beltramx et d^autres geometres ont repris cette ^tude dans des M6moires 
que nous citerons plus loin. 
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A, B, G, D seront connues, mais ou figureront six fonctions incon- 
nues a i9 a 2 , a 3 ; b^ & 2 , 6 3 . On peut prendre arbitrairement une 
de ces fonctions; et 1'on reconnait ainsi irnmedialement qu 'il y a 
une infinite de surfaces gaudies admettant V element lineaire 
donne (5). 

Les fonctions a^ #0, a 3? prises isol6rnent, doivent satisfaire aux 
deux equations 



(6) 



-h a\ -H a\ ~ i, 

-4- a!} -4- a'f A, 



dont la resolution n'offre aucune difficult^. On prendra 3 par 
exemple, a^=f(a\)] Isl premiere equation donnera a 3 en fonc- 
tion de a\ et la seconde d6terminera a\ en fonction de v par une 
quadrature. , 

a\, a 2 , ^3 sont les cosinus directeurs de la generatrice recti- 
ligne ; on peut les regarder comme les coordonnees rectangulaires 
d'un point situ^ sur la sphere de rayon i. La resolution des e^qua- 
tions pr^c^dentes dquivaut done au probleme suivant : 

Determiner une courbe spkerique dont V arc soit une fonc- 
tion donnee de v. 

II est clair que cette courbe pent etre trac^c arbitrairement sur 
la sphere. En d'autres tcrmes, le cone directeur de la surface 
n'est jusqu'ici assujetti a aucune condition. 

Consid^rons clone a\, a*>, a% comme connns. Alors les trois 
Equations non employees 



6; == D, 

feront connaitre b^ Z? 2 , b*. On les r^soudra comme il suit. 

Prenons comme inconnue auxiliaire le determinant fonctioanel 

<%i a% a$ 
(8) H-- a\ a', a', 

si nous 1'devons au carr6, nous trouverons, en tenant compte 



DEFORMATION DBS SURFACES GAUCHES. 297 

des equations (6) et (7), 

! r o D 



H*rr-| O A B 

j D B C 



- AC B* AD2, 



ce qui donnera la valeur de H. Alors 1'equation (8) pourra etre 
jointe aux deux premieres du systeme (7) et, en resolvant ces 
equations du premier degre, on trouvera 

' T^ TT 

b\ = D a\ -f- -r- a\ 4- -r- (ct^a 1 ^ ' 

A. A. 

H FT 

(to) / #' 2 == D<2 2 4- ~r a'. 2 -T- ( ^ 3 a j 

A. " A 

T> TT 

6' 3 = D a s -+- T- ' 3 -f- -r- ( aj a' 2 

A, A "* 

de sorte que b { , &o, 6 3 s'obtiendront par de simples quadratures. 
Les formales precedentes appellent plusieurs remarques. 

729. D'abord il r^sulte des propositions etablies au Ghapitre 
pr^c^dent qu ; en laissant de c6t6 le cas special, dont 1'examen 
n'oflre d'ailleurs aucune difficulte, ou 1'element lin^aire convien- 
drait a une surface du second degre, les formules (10) donnent 
bien toutes les surfaces r&gldes admettant Velement lineaire 
donne. 

En second lieu, le c6ne directeur de la surface pourra tre 
choisi arbitrairement. En effet, soient donnas a^ ao, a% en fonc- 
tion d'une variable , salisfaisant a la premiere Equation (6). La 
seconde nous donnera une Aquation de la forme 



qui fera connaitre t par une quadrature. II y aura une infinite de 
solutions distinctes, ^ moins que le cdne directeur ne soit de rvo- 
lution ou ne se rduise 4 un plan. 

Quelques considerations g^om^triques expliqueront assez bien 
le r^sultat pr6c^dent. Tra^ons sur une surface r^gl^e (R) des g6- 
n^ratrices rectilignes injQniment voisines (rf<)j (^2)? (^3)1 > 
consid^rons comme rigides les parties de la surface comprises 
entreles g^n6ratricescons^cutives (rf/.i), (rf/), mais en admettant 
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que, des deux parties separ^es par une gen<Sratrice (rf/), Tune 
puisse tourner, tout d'une piece, autonr de (dt) comme charniere 
sans entrainer Fautre. Soit, d'autre part, (G) un cone donne" et 
soit (1) une de ses generatrices, choisie arbitrairement. Par un 
mouvement d'ensemble de la surface gauche, amenons ( d { ), a etre 
parallele a (,). Faisons ensnite tourner toule la partie de la sur- 
face siluee du meme cdle que (d? 2 ) par rapport a (d { ), jusqu'a ce 
que (rf 2 ) devienne parallele une des generatrices du c6ne-(G), 
et soit (8 2 ) cette generatrice. Recommengant de mme pour (<a? 2 ), 
on pourra, en faisant tourner toute la partie de la surface qui est 
du cdte de (rf 3 ), amener cette droite (d^) a devenir parallele a 
une generatrice (S 3 ) de (C); et ainsi de suite. La nouvelle forme 
ainsi obtenue de la surface gauche d^pendra, en g^n^ral, du choix 
de la gen^ratrice initiale (S 4 ) qui n'est assujetti a aucune con- 
dition. 

730. Les fornuiles (10) pretent encore a une reinarque tres 
interessante, qui a ete signal^e rapidement par M. Be lira mi ('), 
mais stir laquelle il convient d'insister. Elles contiennent une 
quantite H dont le carr seul est d^fini par Fequation (9) et qui, 
par suite, peut etre prise avec un double signe. 

II existe done toujours deux surfaces reglees applicables 
I'unesur Vautre et dans lesquelles les generatrices correspon- 
dantes sont paralleles et de meme sens. 

Conside>ons, par exemple, Fhyperboloide de revolution defini 
par liquation 



- 

(ii - Ji --- - =i. 

v ' a 2 c 2 

On peut prendre ici 



(12) 



X U ' . 

= COSP -f- smp, 
a A ' 

y u 

= smp - - cos P, 




( j ) BELTRAMI (E.)> Sulla flessione delle superficie rigate (Annali di Mate- 
matica pura ed applicata, pubblicati da B, Tortolini, t. VII, p. io5; 1866). 
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On trotivera 



du dv -4- |^ 



On a done ici 



D = , A-g, B=o, C = o; 

et, par suite, la surface qui est applicable stir I'hyperboloi'de avec 
parallelisme des generatrices sera definie par les formules 



u a- c 2 . 

- 
c 2 

C 2 



. 
- = ~- COSP H -- --- - sine, 

a A a 2 -+- c 2 ' 



c a-c 

= -M-H-2- 

A A 2 



C'est une surface helicoide dans laquelle une helice correspond 
an cercle de gorge de Fhyperboloi'de. 

Apres cette application particuli&re, revenons a la proposition 
g6n(5rale et proposons-nons de rechercher si les deux surfaces 
dans lesquelles les generatrices correspondantes sont paralleles 
peuvent se deduire Tune de 1'autre par une deformation con- 
tinue. Pour r^pondre a cette question, il est n^cessaire de rap- 
peler quelques propri^t^s 6l<$mentaires des surfaces gauches. 

Remarquons d'abord que, d'apr^s la seconde des formules (6), 
y/A^p sera Tangle des deux generatrices infininaent voisines de 
param^tres 9 et v + rfp. 

D'apr^s cela, supposons que, dans Texpression (5) de ds- : on 
laisse 9 et dv constants, mais que 1'on fasse varier u et du\ on 
aura la distance de deux points infiniment voisius, pris respecti- 
vement stir les generatrices de param^tres 9 et 9 -f- dv. Or cette 
distance devient Japlus petite possible lorsqu'on a 

B 

du = D dV) u = j ; 

T_T 

et elle est egale alors i -7=^. Done, si Ton designe par (3 dv la 

/A 

plus courte distance des cleux generatrices (P) et (9 + dv}-> o^ a 

^ P-A. 
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De plus, le pied de cette plus courte distance, ou le point cen- 
tral, correspond a la valeur de u definie par Fequation 

(.5) = -? 

Et enfin, d'apr&s unepropriete connue des surfaces gauch.es ('), 
le parametre de distribution, qui est egal a (3 dv divis6 par Tangle 
des generatrices infiniment voisines, aura pour valeur 



II y a lieu ici de faire une remarque essentielle. 

731. Si I'6l6ment lineaire seul est donn6, Fexpression de ta 
contient un radical et, par suite, le signe de tn ne pent etre dter- 
mine. Mais il n'en est plus de mme lorsque la surface est definie 
par des Equations de la forme (i). Alors, en remplacant H et A par 



(*) Pour plus de clart^, nous aliens x^apporter ici la demonstration bien. connue 
qui donne PdliSment lineaire et les proprie'te's 6l6mentaires des surfaces gauches. 
Soient (fig. 73) AA', BB' deux generatrices infm'iment voisines dont les para- 
Fig. 7 3. 




metres seront v et v ~h dv. Si AB est la plus courte distance de ces deux gdne"- 
ratrices, la valeur principale de AB sera 

AB = p dv, 

P 6tant une certaine fonction de v. Menons par A une parallelc AC a BB' et, par 
le point M de BB', menons MP, perpendiculairc a AC, ct MQ, perpendiculaire 
a AA A . Le triangle MPQ e"tant rectangle, nous avons 

(a) PQ = MPtangcp, MQ a ^MP 2 + PQ 2 , 

cp ddsignant Tangle QMP. D'autre part, le triangle APQ rectangle en Q nous 
donne, en n^gligcant les infiniment petits d'ordre sup6rieur 

PQ ^ AQ d<s, 
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leurs valeurs dans 1'equation (16), on trouve 

a l s a% \ 



de sorte que le signe du second membre reste a determiner. Pour 
cela, conformemenl a line methode bien connue, plagons-nous 
dans une hypothese particuliere et supposons que la gejie'ratrice 
consideree vienne coincider avec 1'axe des z. On aura alors 



Le plan tangent a la surface gauche, en un point cle 1'axe des 3, 
aura pour equation 



b\ 

Si Ton vent que Forigine soit le point central et le plan des xz 
Is plan central, il faudra que 1'on ait 

6' 2 = o, a\ = o, 



do e*tant Tangle des deux, generatrices AA' et BB'. Si Fon designe par a et a les 
distances de Q et de A au point ou une trajectoire orthogonale fixe coupe AA', 
on a 

AQ = u a, 

et, par suite, les formules (a) nous donnent 

(b) tang 9 = l^r^L- " , MQ 2 = p 3 dv*-\- (u a) a ^cr 8 . 

Or MQ peut 6tre rcgard6 comme 6tant egal a Tare, compris entre AA f et BB', de 
la trajectoire des generatrices passant en M. On aura done pour Tenement li~ 
neaire la formule 



et, si Ton a choisi v de telle manidre que d<j soit egal & dv, 

(c) ds*^ ^w a H[p a -h (u a) 3 ]^p 3 . 

D'aulrc part, 9 est e'videmment 1'angle que fait le plan tangent en M avec le 
plan tangent en B au point central; et, par suite, la premiere des Equations (b) 
nous donne le the'ore'me de M. Chasles, exprime' par la formule 

u - a , 

(d) tang9~ ^- ? ou 

Ce sont les requitals que nous rappelons dans le texte. Nous emploierons plus 
loin la formule (c), ou Ton connait la signification ge"om6trique de tous les termes. 
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equations auxquelles on pent joindre la suivante 

a' 8 = o, 

obtenue en differential la relation identique entre les trois co 
sinus. D'apres cela, Fequation du plan tangent deviendra 



et le param&tre de distribution sera 



En comparant la valeur generate de TUT, on voit qu'il faut 
prendre 



(17) 



I 



II suit de cette determination precise du signe de w (<) que les 
deux surfaces gauches signalees plus haut, qui sont applicables 
1'une sur 1'autre avec parallelisms des generatrices bomologues, 
par cela seul qu'elles correspondent a des valeurs de H 6gales et 
de signes contraires, ont leurs parametres de distribution egaux 
et de signes contraires pour deux generatrices liomolognes. Or il 
est clair que, si Ton deforme, d'une maniere continue, une surface 
r^glee, on ne change pas le signe du param&tre de distribution. 
Ainsi, quoique les deux surfaces soient applicables Tune sur 1'autre, 
on ne peut, en g&a<ral, passer de Tune a 1'autre par une defor- 
mation continue. G'est 1 le fait que nous voulions mettre hors de 
doute. 

Ajoutons cette propriete : Quand deux points correspondants 
decri vent sur les deux surfaces des generatrices paralMes, les plans 
tangents tournent toujours du m^ine angle, mais dans des sens 



(*) II est trs facile de comprendre pourquoi le parametre de distribution a 
un signe. Fixons un sens sur une ge"ne"ra trice rectiligne; quand le point se d^pla- 
cera dans ce sens, le plan tangent tournera autour de la droite dans le sens des 
rotations positives ou dans le sens oppose". Dans le premier cas, le parametre de 
distribution est positif, il est ne*gatif dans le second. Le signe ainsi e"tabli ne 
depend pas du sens que Ton a fix6 sur la g-e'ne'ratricc. 
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opposes. Us sont paralleles pour les points cenlraux et pour les 
points a 1'infini. 

732. Les formules que nous avons donnees permettent de re- 
soudre ou d'aborder quelques questions interessantes que nous 
allons indiquer rapidement. 

Peut-on deformer une surface reglee de telle maniere que 
I' une de ses courbes deviejine plane? 

Nous pouvons evidemment supposer que cette courbe corres- 
ponde a 1'hypolhese w = o. Admettons, d'autre part, que le plan 
dans lequel elle sera situ^e ait te choisi pour plan des yz. On 
devra avoir 

b\ = o, 
c'est-a-dire 



Mais, d'apr&s les Equations (6), on peut ecrire 



Liquation du probl^me devient done 



(18) ADatH-Ba'j^ H/A(i aJJ ai* 

et ne contient plus que I'inconnue a { ; a 2 et a 3 se d6termineront 
ensuite par la premiere equation (6) jointe a la suivante 



qui donnera par une quadrature. Tout se ram&ne done (*) a 

I'int6gration de liquation difF6rentielle. 

On peut int^grer dans le cas ou la courbe donn^e est une tra- 
jectoire orthogonale des generatrices; car alors on a D = o, et 



() BELTRAMI (E.)i M6moire cit6 plus haut, p. 119. 
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Fequation pent s'ecrire 



Une simple quadrature fera connailre a { (*). 

733. Peut-on deformer une surface reglee de telle maniere 
qu'une de ses lignes devienne droite? 

Cette ligne devra, e>idemment, etre geode'sique; il fant done 
trouver une condition correspondante. 

Admettons toujours que la ligne donne"e corresponde a Thypo- 
these u = o et prenons pour axe des z la droite dans laquelle elle 
se transformera. On devra avoir cette fois 

b\ ^ b'i -~~^ o, 
et, par suite, les Equations (7) nous donneront 

^a^a = D, a' 3 6' 3 ^B, b'l^C, 
On en d<duit 

6 ', = 4 /5-, ,= -?, a' 3 =i, 
et de la r^sulte la condition annonce'e 

B D 



Connaissant a 3 , on aura a* et a 2 par les deux Equations 

a\ -f- al = i a|, ^ 2 -H a' 2 2 = A a' 3 , 
qui se resolvent, on le reconnatt aise"ment, par une quadrature ; car 



() Dans le cas g(Ja^ral, liquation apparlient au type suivant 
My 2 



oil M, N, P sent des fonctiorts de %. On peut la ramener a Tune des formes sui- 
vantes 



a, 6, c, ^ dtanL des fonctions de %. 
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